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Résumé

Nombreux procédés industriels sont des systemes événement discret (SED) par nature, ce
qui signifie que leur comportement resulte de I'évolution et de l'interaction de variable
continue et de variables discrétes. Ces systemes sont classiqguement constitués de processus
continus interagissant avec (ou régis par) des processus discrets.

Les objectifs que I'on peut assigner a I'étude des systeme evénement discret a apporter une
solution en termes de modele, de méthode de performance et en particulier les fonctions de
commande et de surveillance. Nous nous intéressons dans ce travail a la modélisation et a
I'analyse des systemes discret a dominante événementielle. L'approche de modélisation est
basée sur l'utilisation des réseaux de Pétri temporisé (RdP). La méthode est illustrée sur un
exemple industriel : unité de production du beure.

Mots clé : Systéemes a événement discrets, Réseau de Pétri, Modélisation, Simulation, Chaine
de production du beure.

Abstract

Many industrial processes are discrete event systems (DES) by nature, which means that
their behavior results from the evolution and the interaction of continuous variable and
discrete variables. These systems are classically made up of continuous processes interacting
with (or governed by) discrete processes.

The objectives that can be assigned to the study of discrete event systems to provide a
solution in terms of model, performance method and in particular the control and monitoring
functions. We are interested in this work in the modeling and analysis of discrete systems
with a dominant event. The modeling approach is based on the use of timed Petri nets (RdP).
The method is illustrated on an industrial example: butter production unit.

Keywords: Discrete event systems, Petri net, Modeling, Simulation, Butter production chain.
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[iste des

abréviations

SED : Systeme a Evénements Discret.

RdP : Réseau de Petri.

P : ensemble non vide de places d’un réseau de Petri.

T : ensemble non vide de transitions d’un réseau de Petri.

m, : nombre de jetons initialement contenus dans la place p.

Tp : durée minimale de séjour d’un jeton dans la place p.

GET : Graphe d’Evénements Temporisé.

GETG : Graphe d’Evénements Temporisé Generalisé.

0 : vecteur T-invariant associé au graphe d’événements temporisé généralisé.
ppcm : plus petit commun multiple.

Mgp : poids de I’arc allant de la place p vers la transition Xg.

M,q : poids de I’arc allant de la transition x vers la place p.

NN, : marque valuée associée a la place p.

N, : marque valuée associée au circuit g.

@ : addition dans un dioide.

& : multiplication dans un dioide.

Zmax . algébre (zU {—oo},max,+).

Zmax - algébre (z U {00}, max,+).

Zmin: algébre (z U {+o0},min,+).

Zmin - algébre (z U {00}, min,+).

< : relation d’ordre liée a un dioide.

a* : étoile de kleene.

Cq(t) : variable compteur associée a la transition ¢y d’un graphe d’événements temporisé.
Dminll6] : dioide d’opérateurs permettant de modéliser les graphes d’événements temporisés
géneralisé.

v',v €EzZU {00} : opérateur de stock sur les compteurs.
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8", € z U{+wo} : opérateur de retard sur les compteurs.
Mm,m €Q : opérateur multiplieur sur les compteurs.

Z2 in: ensemble de signaux de z dans zmin.

[a] : partie entiere supérieure de a.

|a] : partie entiere inférieure de a.

C : matrice d’incidence.

K : P-invariant.

O : T-invariant.

Mo : vecteur marquage initial.

u.t : unité de temps.
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Introduction Générale

Introduction Générale

On présentera ici quelques techniques de modélisation et de simulation des systémes a
événements discrets (SED). Les SED sont utilisés pour la modélisation de systémes pour
lesquels les techniques continues ne sont pas adaptées.

En effet la théorie classique des systéemes continus s'attache a la description des équations
différentielles ou aux dérivées partielles, comme x' = f(x,u), ou x représente I'état, U une
commande et ou f est un opérateur causal suffisamment régulier pour que X soit définie
presque partout. Ce type de modélisation n’est pas facilement utilisable pour prendre en
compte les phénomeénes de synchronisations (par exemple synchronisation d’arrivées de
piéces pour un assemblage ou synchronisation de feux dans un réseau de transport), de
transitions d’états (systéme informatique), de saturations (utilisation de stocks de dimension
finie), gestion des conflits (utilisation d’une ressource par plusieurs utilisateurs) et de facon
plus générale tous les phénomeénes de nature discrete.

Les systemes a événements discrets sont précisément des systemes ou se produisent des
changements brusques d’état. Ces changements d’état interviennent a I’occurrence ou
constituent, des événements discrets. Contrairement au cas des systémes linéaires, il n’existe
pas pour les SED de modele naturel. De nombreuses théories complémentaires se sont
développées et permettent chacune de traiter des phénomenes spécifiques : équations
logiques, chaines de Markov, réseaux de files d’attente, graphes d’événements, systémes min-
plus (ou max-plus) linéaires, systemes de transitions, automates et langages. ..

L’objectif est de commencer a étudier une classe assez générale de SED, pour laquelle
la théorie n’est pas trés développée. Cette classe correspond aux systémes modélisables par
des réseaux de Pétri temporisés. Ce rapport, de nature essentiellement bibliographique, a pour
objet de présenter quelques directions et cas particuliers pour lesquels des théories sont
connues. Ce travail a pour prétexte une étude de cas : un réseau ferroviaire. En utilisant les
différentes approches des SED on tentera dans un premier temps de modéliser le réseau, puis
dans un second de le simuler afin d’en sécuriser le fonctionnement.

Les modeles de base utilisés pour I’étude des SED sont essentiellement graphiques :
Grafcet, automates, réseaux de Pétri. Des modeles algébriques ont été développés, et utilisés
dans une optique de commande, en particulier dans deux cas : les automates et les graphes
d’événements. Il s’agit respectivement de la théorie des langages et de la supervision de
Ramadge et Wonham, et de la théorie des systemes max-plus linéaires. Ces théories utilisent
les mémes outils mathématiques : monoides, dioides, treillis, structures ordonnées.

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a 1’¢tude des systemes linéaires
constituent une classe de systemes a événements discrets (SED) [2] pour lesquels il existe des

11
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modeles linéaires (représentation d'état ou de type entrée-sortie) analogues dans la forme a
ceux utilisés dans la théorie des systemes linéaires conventionnelle.

Cette approche permet de considérer des problemes de modélisation et de contrdle,
adaptés a certaines classes de systemes (systémes manufacturiers avec des synchronisations,
systemes de transport avec correspondance, modéles d'échanges de données dans des réseaux
informatiques, les chaines de production industrielles [3], [4]), ceci dans l'esprit de
l'automatique linéaire. Les travaux que nous avons traités dans ce théme ont principalement
concerné la modélisation, la simulation, I'élaboration d'outils de calcul pour des systémes
décrits par des Graphes d'Evénements Temporisés (GET), ou par des classes de réseaux de
Petri englobant les GET. L'accent sera mis notamment sur la possibilité¢ de modéliser une
chaine de production de beure dans une unité industrielle et faire la simulation dans un
environnement PIPE2 logiciel de simulation des réseaux de Pétri.

Pour ce I3, plus que I’introduction générale le plan de mémoire est organisé en quatre
chapitres comme suit :

Le premier chapitre, la présentation des outils algébriques nécessaires a la
modélisation et a la commande des graphes d’événements temporisés généralisé.

Le deuxieme chapitre, présentation des réseaux de Petri, qui sont un langage
graphique permettant de décrire les Systémes & Evénements Discrets, Ensuite on a présenté
une structure particuliére des réseaux de Petri, appelée les Graphes d’Evénement
Temporisés(GET) qui permet de modéliser les systemes ou interviennent des phénomenes de
synchronisation et de temporisation, et finalement on introduit les GET généraliseés.

Le troisieme chapitre propose la modélisation des graphes généralisés dans des GETG,
la modélisation Ensuite, on a présenté le modele proposé de la chaine de production de beure
qui modélisant le comportement dynamique de notre systéme de production dans 1’algébre de

dioide.

Le quatriéme chapitre est consacré a la simulation du chaine de production de beure
dans PIPE2 est I’analyse de performances des résultats obtenus.

Et finalement, nous terminons notre travail par une conclusion générale et les
perspectives pour les travaux futurs.

12
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Chapitre I

Outils algébriques

Dans cette premiére partie, on rappelle certaines propriétés propres a la structure
algébrique d’un dioide. Sans étre assommant, nous présentons un ensemble de définitions, de

notations et résultats relatifs a I’algebre de dioide.

1.1 Algebre des dioides

Définition 1.1 On appelle un dioide (ou semi-anneau idempotent) un ensemble Dmuni
de deux lois de compositions internes notées @ et Q telles que les axiomes suivants sont
respecteés :

e [L’addition est associative: (@@ b)Hc=ad (bPc)=ad b Pc,

e [’addition est Commutative:a@ b=b @ a,

e [L’addition est idempotente : a @ a=a,

e [L’addition admet un élément neutre noté € appelé zéro:a@P e=c P a=a.
e Lamultiplication est associative :@ @ b) @ c=a®Q (b @ c)=a® b R c,
e Distributive a gauche et a droite par rapport a 1’addition :

aQbdc)=2RhD@Rc)ethDc)Va=(bXPa)D(cVa),

e Le zéro est absorbant pour la multiplication:a @ e=¢ Q@ a=c¢,

e La multiplication admet un élément neutre notée:a @ e=e ® a=a.

De plus, un semi-anneau idempotent, couramment noté (D; @; &), est commutatif
lorsque la loi multiplicative @ est commutatif, soit lorsquea @ b=b & a.

Exemple 1.1 (Dioides Zmin). Zmin = (ZU {+o0}, min, +) est un dioide commutatif, ou la
loi additive @ correspond a I’opération min usuelle ; la loi multiplicative & est équivalente a
[’addition usuelle. L’élément zéro de Znin est € = +oo et 1’élément identité est e = 0. Ce dioide
est appelé 1’algébre (min, +).

13
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Application : On s’intéresse a la production de bicyclettes, on peut dire qu’une
bicyclette est la "somme" d’une paire de roues et d’un cadre. Cette nouvelle "somme", notée
@ pour la distinguer du + habituel, correspond a I’opération d’assemblage. On notera que
I’on se permet alors d’"ajouter” des grandeurs ne s’exprimant pas dans les mémes unités. Si

on a 2 roues et 1 cadre, on ne peut fabriquer qu’une seule bicyclette, donc 12 = 1, ce qui est
équivalent dans I’algébre usuelle a la min (2, 1) = 1.

Figure 1.1 assemblage de bicyclette

Exemple 1.2 (Dioides Z max). Z max = (ZU {+o0}, max, +) est un dioide commutatif, ou
la loi additive @ correspond a I’opération max usuelle; la loi multiplicative @ est
équivalente a 1’addition usuelle. L’élément zéro de Z min est € = -0 et I’élément identité est € =
0. Ce dioide est appelé !’algebre (max, +).

Application : 1@ 3=3 e max (1,3)=3

Définition 1.2 (Dioide complet). Un dioide (D, @, &) est complet si :

o Il est fermé pour les sommes infinies ;

o La loi @ distribue sur les sommes infinies, ¢’est-a-dire si pour tout a €Det tout

sous ensemble B €D,

a® (©&b)=>B (a®b) Et (Db)®a=@ (b®a)
bep bep bep bep

14



Chapitre | : Outils algébriques

Un dioide complet admet un eélément maximum & a, que 1’on notera T pour Top. Il
aeD

est absorbant pour 1’addition, autrement dit Va €D, T S a=T.

Notons que, d’apres la définition d’un dioide, I’élément zéro & est absorbant pour la
multiplication pour tout élément deD, aussi,ona: T QR e=c Q@ T=c¢.

Exemple 1.3 On vérifie facilement que les dioides suivants sont complets :
(ZU {-o0, +o0}, min, +) avec & =+, ¢ = 0 et T = —oo est un dioide noté par Z ,y;,,
On a dans Z ,,,;,la régle suivante :

(—00) + (Ho0) = (+00).

(ZU {-0, +o0}, max, +) avec € = -0, e = 0 et T = +oo est un dioide noté parZ ,, 4
On a dans Z ,,,,la régle suivante :

(~o0) + (+o0) = (-0).

Définition 1.3 (Dioide matriciel). L’ensemble des matrices carrées de dimension n, a
coefficients dans un dioide (D, @, &), est un dioide matriciel, noté (D™, @, &), ou les
opérations sont définies, a partir des opérations du dioide (D, @, Q) de maniere analogue a
I’algebre classique, de la fagon Suivante :

VA, B eDV*":
APB: (A@B)ij: Aij ) Bij, vi,j=1,..,n,

n

ARB : (A®B)ij :k@1Aik® Bkj, vi,j=1,..,n,

L’élément identité de D™ ™ est la matrice, notée Id,, composée de e sur la diagonale et
de ¢ partout ailleurs. L’¢1ément zéro est la matrice composée exclusivement de €.

La somme et le produit de deux matrices de dimensions compatibles, pas
nécessairement carrées, peuvent étre définis de la fagon suivante :

e AEeD™P BeD"*P:

15
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A®DB : (ADB) ij = Aij @BijVi =1,..,nVvj=1..,p

e CeD™P BeDPX,;
p
CRD: (C®D)ij :ke—alAik® By;, vi=1,..,nVj=1, ..,0q,

Exemple 1.4Calcul Matriciel dans I’algébre (max, +).

G 926G 9=C 2

e a=(1®5P2QRQ7)=max(1+5,2+7)=9
e h=(1QKR6)P (2R 8 =max(1+6,2+8)=10
e c=BR5P (AR 7)=max(3+5,4+7)=11
e d=(B®6)PD (U®8) =max(3+6,4+8)=12

1.2 Eléments de la théorie des systémes linéaires

1.2.1 Notions sur les systemes

Cette partie est consacrée a la présentation des éléments de la théorie des systemes
linéaires dans les dioides.

Définition : 1.4 (Signal). On appelle signal une application u de Z — (D, @, Q).
t — u(t). On note D” I’ensemble des signaux muni de deux opérations :

e Une loi additive interne, notée @, définie par :
VU, LED?, (UBu2) (1) = ug(t) Duz(t).

e Une loi externe, qui joue le role du produit d’un signal par un scalaire, notée
«* », définie par :
V a €D, YUeD?, (a+u) (t) = a Qu(t).

L’ensemble D est composé de signaux. En effet :

e Un signal est croissant s’il satisfait

16
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VteD, V1 eN, u(t+1t)=u(t).

e Un signal est décroissant s’il satisfait

VteD, V1 eN, u(t+1t)=<u(l).

Définition 1.5 (Systéme linéaire). Un systéme, noté S, est un opérateur définie de
Z min Vers Z-mi
min min

VU1, U,€D%, S (U1BU,) = S(Uy) B (Uy) (Propriété d’additivité)
VUu,ED?, Va€eD,S (a ®u1) =a ® S(uy) (Propriété d’homogénéité)

Définition 1.6 (Produit de convolution). Le produit de convolution de deux signaux
est noté @ et est défini par :

YUy, UzeDZ, (UleaUg)(t) = TEEBZUl(T) Uz(t - T) = TEEBZ Ul(t - T) Uz(‘C)

Exemple 1.5 Le produit de convolution de deux signaux de Z“mi, satisfait la relation
suivante :

VU1, UEZ min, ¥ t EZ, (U1DU2)(1) = ming ¢z {Us(t) + Ua(t - T)}

On parle de produit d’inf-convolution.

De maniére duale, le produit de convolution de deux signaux de ZZmax donne :
VU1, Up€Z max, V L €Z, (U1DU)(t) = max, ez {Ua(r) + Ua(t - 1)}

On parle de produit de sup-convolution.

Définition 1.7 (Systéeme continu). Un systeme S est continu si pour tout sous-
ensemble fini ou infini (u;) i e; d’éléments de D* ona:

S(Du)=D S ()
iel tel
Sachant que (D, &@,Q) est dioide complet.

17
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Définition 1.8 (Systéme causal). Un systeme S est causal si pour toutes entrées u; et
Ur,0na:

V1 €Z, uy(t) = ux(t) pour t <t =[S (U)](t) =[S (u2)](t) pour t <t.

1.2.2 Systemes élémentaires
On présente dans cette partie deux systemes élémentaires linéaires :
7

o Systéme gain I'défini de ZZ,, vers ZZ , par :

VtEZ Vu,y€EZL, veEL yit) =Y W]t =v& u).

—_— | e —

Figurel.2. Systeme «l V.

Z

e Systéme retard A* défini de ZZ,;, vers ZZ,, par :

Vt€Z VU, y€ZL .  t1€Z, y(t)=[A"()]{t)=ult—1).

min»

U —— &T >V

Figure 1.3 Systéme « A™».
1.2.3 Opérations sur les systemes

Il existe trois opérations élémentaires permettant de mettre en relation des systémes :
la composition série, la composition paralléle et la mise en feedback.

e Composition série : S = S1Q S2 est définie par :

[

S, 3. S, > Slu)

L 4

Figure 1.4 Composition série.

[S (](t) = [S2(S1 (U1

18
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e Composition paralléle : S = S1 S2 est définie par :

Figure 1.4 Composition série.

[S WO = [SyWIE SISO

L J

S
U —p— e S(u)

L > | S,

Figure 1.5 Composition paralléle.

e Mise en feedback : On considére le schéma suivant, ou S1 et $2 sont deux

opérateurs linéaires.

“ —> D>,

L 4
L 4
-

~
L/

< S,

Figure 1.6 Mise en feedback.

La relation entre la sortie y et I’entrée u satisfait :

y = S1(Sa(y) @D u) = S1 (Sa(y)) DS1(u).

1.3 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les outils mathématiques utilisés par la suite.
Apres un bref rappel sur la structure algébrique des dioides, et nous avons donné un ensemble
de définitions sur la théorie des systemes utiles pour aborder, dans le chapitre suivant, la

représentation de certains systemes dynamique, modélisables dans un dioide d’opérateurs.
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Chapitre 11

Introduction aux
GETG

Il y’a des nombreuses classes de modeles sont proposées pour 1’étude des systémes de
production. Le choix d’un type de modele est en fonction des objectifs recherchés. Dans le cas
des systemes de production, des concepts de modélisation ont été élaborés : par exemple, les
chaine de Karkov [Baynat, 2000], les files d’attentes [Bayant, 2000] ou bien les réseaux de
Petri [Murata, 1989, Porth and Xie, 1995].

Certains systemes a événement discrets (SED) qui mettent en jeu uniquement des
phénomenes de synchronisation peuvent étre décrits de fagon linéaire dans certains dioides.
Ces systémes peuvent également étre représentés par un modele graphique appelé graphe
d’éveénements temporisé (GET). Cette représentation découle directement de la théorie des

réseaux de pétri.

2.1 Les réseaux de Petri

On présente sommairement dans la premiere section de ce chapitre les réseaux de
Petri, qui sont un langage graphique permettant de décrire les Systemes a Evénements
Discrets(SED). L’emploi des réseaux de Petri pour la spécification, la simulation et I’analyse
de ces systemes remonte aux années 60 et s’est maintenant généralisé. La littérature sur les
réseaux de Petri généraux est trés abondante. On s’est limité aux préliminaires indispensables

dans cette partie.

Les réseaux de Petri (RdP) constituent un formalisme graphique propre a la
modélisation des Systemes a Evénements Discrets (SED) introduit en 1962 par Carl Adam
Petri [Petri 1962]. IIs sont particulierement adaptés a 1’étude des processus complexes mettant
en jeu des propriétés de synchronisme et de partage de ressources. Leur support mathématique

a permis en outre d’établir de nombreux résultats analytiques. Le lecteur intéressé par plus
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amples développements trouvera une présentation générale et des références bibliographiques
dans [Murata 1989], [Proth 1995] et [David 1992]. Pour I’étude des SED dans 1’algebre des

dioides, les RdP sont souvent utilisés comme un outil de modélisation intermédiaire.

2.1.1 Définitions et notations

Définition 2.1 : Un réseau de Petri est un graphe biparti constitué de deux types de
sommets : places (représentées par des cercles) et transitions (représentées par des barres).
Des arcs orientés relient certaines places a certaines transitions, ou certaines transitions a
certaines places. A chaque arc on associe un poids (entier positif). Le nombre de places (resp.
de transitions) est fini, et non nul. Chaque place, peut contenir un ou plusieurs jetons
(représentés par des points) qui modélisent la dynamique du systéme. A chaque place on
associe une temporisation. Cette derniére correspond au temps de séjour des jetons dans une

place.
D’une fagon plus formelle, un RdP est un 5-tuplet R = (P,T", Pré, Post, 1), ou :

o P (resp, T') est un ensemble non vide et fini de place (resp, transitions) ;

e Pré: P x T — N une application d’incidence avant: Pré (p ;cy) contient la
valeur entiére Mgy associée a I’arc allant de la place p a la transition cq ;

e Post: P x T — N une application d’incidence arri¢re : Post (p ;Cy) contient la
valeur entiére M, associée a I’arc allant de la transition cq a la place p ;

e 7 € N7 définit les temporisations associées aux places : 7, désigne la durée

minimale de séjour d’un jeton dans la place p.

Le marquage M d’un réseau de Petri est une application M : P — V. La quantité

M (p) détermine le marquage de la place p. un réseau marqué est déterminé par le couple

N=(R,M ) form¢ d’un réseau de Petri R est d’un marquage initial M .

Une transition sans place en amont est dite transition source, une transition sans place
en aval est dite transition puits. La figure 2.1 représente un RdP ordinaire (tous les poids sont

unitaires) dont les places sont représentées par des cercles et les transitions par des barres.
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Figure 2.1 Représentation graphique d'un RdP

2.1.2 Equation fondamentale
L’évolution d’un RdP est décrite par le franchissement des transitions par des jetons

séjournant dans les places du graphe.

Considerant un RdP et un marquage m, on dit que la transition ¢, € T est
franchissable pour le marquage M sil’ona:

Vp €P, M (p)=Pré(p,Cq).

Lorsque cette condition est validée, le franchissement de la transition ¢y conduit a
nouveau marquage,M ', qui est nouvel état du modele, défini par :

M '(p) = M (p) — Pré (p ;cq) + Post(p ;cq).

Exemple 2.1 Considérons le RdP de la figure 2.1. En partant du marquage MZ =
(1,0,0,0,1) (M (p1)=1, M (p2)=0, M (p3)=0, M (p4)=0, M (ps)=1, On atteint le marquage

Mi =(0,1,0,0,1), par franchissement de la transition c;.

Plus généralement, on note [C*] = [Post (p ;Cq)] (élément de la matrice d’incidence
arriere) et [C] = [Pré(p ;cq)] (élément de la matrice d’incidence avant), C = C* - " (la matrice
d’incidence) et en considérant F une séquence franchissement réalisable a partir d’un
marquage M ;, on a I’équation fondamentale suivante, qui traduit la dynamique de
fonctionnement du RdP :

M=M;+CXTF. (2.2)
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F est le vecteur caractéristique de la séquence de franchissementF, c’est-a-dire un

vecteur de dimention égale a |T'|; F4 correspond au nombre de franchissement de la
transition cq dans la séquence F. Dans la figure 2.1 ou la séquence de tir était F = {ci1}, le

vecteur caractéristique est égal & F ' =(1,0,0,0).

2.1.3 Marquages accessibles

Soit V' = (R ; M) un réseau de Petri. L’ensemble des marquages accessibles A (R ;
M) d’un réseau de Petri marqué est I’ensemble des marquages que I’on peut atteindre a

partir du marquage initial M opar une séquence de franchissement, aprés un temps z, c-a-d :

Cc
A(R ; Mo) = {M;, 3cg, Mo L M 3.

On peut, lorsque cet ensemble est fini, le représenter sous la forme d’un graphe. Les

sommets de ce graphe correspondent aux marquages accessibles de A(R ; M o).

Un arc orienté relie deux sommets M ; et M j s’il existe une transition Cq franchissable

Cq
permettant de passer d’un marquage a un autre apres un temps 7 : M — M.

La figure 2.2 représente le graphe des marquages accessibles pour le réseau de Petri de

la figure 2.1 avec un marquage initial M, = (1,0,0,0,1).

C1 Ca Cs
(1,0.0.01) —— (0.,1,00.1) — (0.0.1.0.0) — (1,0.0,1,0)

Figure 2.2 Graphe des marquages atteignables du réseau de Petri de la figure 2.1

2.1.4 Concurrence et synchronisation dans les RdP

Le formalisme des réseaux de Petri est trés puissant, il permet de représenter une
grande variété de comportement des systémes réels mettant en jeu des phénomenes de
concurrence et de synchronisation. Sur la figure 2.3, nous avons représenté quatre structures

de réseaux de Petri permettant de décrire ces phénomenes :
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La figure 2.3 (a) représente une structure de choix. La place p; a deux
transition en aval, notées c; et c,. Le tire de ¢, ou ¢, consommera le jeton de
place p; et exclura donc le tir de ’autre. Une telle configuration permet de
modéliser un phénomene de concurrence a la consommation comme par
exemple le partage d’un processeur entre taches concurrentes dans un systéme
informatique ;

La configuration de la figure 2.3(b) permet de représenter une concurrence a
I’apport de jetons dans une place, ici p; ;

La configuration de la figure 2.3(c) permet de modéliser un phénomene de
synchronisation. La transition cl n’est franchissable que lorsque les places p1
et p, contiennent toutes les deux au moins un jeton ;

Dans la structure de la figure 2.3(d), I’apport de jetons dans les places p; et p;
est synchronisé par le tir de la transition cl et permet, par exemple, de

modéliser DI’initiation simultanée de différentes taches dans un systéme a

| e . :
P ! & 1
! p Py
1 2

¥ N O ’ " P2
. . 1 . -
“ 1= C

1 | | 2 | 1 ‘ ‘ |

(@) concurrence  la (b} concurrence 4 la {c) synchronisation (d) synchronisation

consommation production dans la consoimmation dans la production

Figure 2.3 Concurrence et synchronisation dans les RdP

événements discrets.

2.1.5 Quelques propriétés des RdP

Le graphe des marquages associé a un RdP fournit des indications essentielles sur le
fonctionnement du systéme qu’il représente. Suivant que le graphe des marquages est fini ou
infini, qu’il présente ou non des circuits, il refléte certaines des propriétés caractéristiques du
systeme modélise.

Définition 2.2 (Bornitude). Une place p € P d’un réseau de Petri marqué (R ; M) est
k-bornée (k € ) si pour tout marquage accessible M € A(R; M), le marquage de cette
place veérifie M < k. dans le cas contraire, nous dirons que p est non-bornée. Enfin si p estl-

bornée, on dit que p est binaire. Si on considere le réseau de Petri de la figure 2.1, on voit que
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pour le marquage initial Mo, les places p1, p2 et pz sont binaires (1-bornée) et le réseau est dit

sauf.

Lorsqu’un RAP modélise un systéme manufacturier, certaines places représentent des
convoyeurs ou bien des zones de stockages intermediaires. La bornitude du marquage du
modele est alors synonyme de limitation de la taille des stocks internes du systeme. La
bornitude du RdP reflete alors en quelque sorte une propriété de "stabilité" du systeme de
production modélise.

Définition 2.3 (Vivacité). Etant donné un réseau de Petri R et un marquage initial M

une transition c¢ est vivante pour le réseau marqué (R; M) est dit vivant si toutes ses

transitions sont vivantes.

Remarque 2.1 (L’intérét d’étude de la vivacité d’un modéle). L’évolution du marquage d’un
RdP se fait par franchissement de transitions. Lorsqu’au cours de son évolution, certaines transitions
ne sont jamais franchies, cela indique que 1’événement associé a la transition ne se produit pas et que
le marquage d’une partie du RdP n’évolue pas. Cela indique que le sous-systéme modélisé par cette

partie-la ne fonctionnera pas. Il y a donc un probléme au niveau de la conception du systeme.

L’idée est d’étre capable de détecter systématiquement ce phénoméne par I’analyse de

propriétés du modele RdP, afin de disposer d’un outil d’aide a la conception des systemes.

2.1.6 Invariants d’un réseau de Petri

Il existe deux types d’invariants (appelés semiflots) dans un RdP [David 1992] : les invariants
de marquage (notés également P-invariant) et les invariants de franchissement (notés également T-

invariant).

Définition 2.4 Les invariants de marquage, appelés P-invariant, ou encore P-semiflots,
illustrent la conservation du nombre de jetons dans un sous ensemble de places du RdP. Un vecteur,
noté ¥, de dimension égale au nombre de places du RdP est un P-invariant si, et seulement s’il vérifie
1’équation suivante :

K'xc=0, X =+0.

Ou C correspond a la matrice d’incidence du RdP.
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D’apres 1’équation (2.1), on déduit que si K est un P-invariant, alors pour un marquage donne,
noté m;, obtenu a partir d’un marquage initial my, ona:

*

KX Mi=K' x My, =n, neN’.

Cette équation représente un invariant de marquage, elle signifie que si Fest un P-invariant du
RdP alors la transposé du vecteur Fpondéré par le vecteur marquage m; du RdP est une constante
entiere quel que soit le marquage m; atteignable & partir du marquage initial my. L’ensemble des places
pour lesquelles la composante associée dans le P-invariant est non nulle, est appelée la composante

conservative du RdP.

Définition 2.5 Un vecteur non nul d’entiers ® de dimension |77 | x 1 est un T-invariant, ou

encore T-semiflots, du RdP si, et seulement s’il vérifie 1’équation suivante :

Cx0=0

D’aprés 1’équation (2.1), le franchissement a partir d’un marquage m; d’une séquence dont le

vecteur caractéristique est ® raméne le graphe au méme marquage m, = m;.

Un T-invariant correspondant a une séquence de franchissement réalisable est appelé
composante répétitive. L’ensemble des transitions pour lesquelles la composante associée dans le T-

invariant est non nulle est appelé le support du T-invariant.

Définition 2.6 Un RdP est dit consistant s’il posséde un T-invariant ® couvrant toutes les
transitions du réseau. Un RdP qui posséde cette propriété est dit répétitif ou réinitialisable. Le réseau
atteint un régime peériodique des lors qu’il existe une séquence de franchissement réalisable avec @,

comme vecteur caractéristique.

Définition 2.7 Un RdP est dit conservatif si toutes les places du graphe forment une

composante conservative.

Remarque 2.2
e Un réseau de Petri consistant est dit fortement connexe si, et seulement s’il est
conservatif.
e Si toutes les places d’un RdP forment une composante conservative, le graphe
est dit conservatif.
e Toute combinaison de T-invariants (resp, P-invariants) est un T-invariant (resp,

P-invariant).
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e Un réseau de Petri consistant & un unique T-invariant élémentaire.

e Le produit des poids d’un circuit d’un réseau de Petri conservatif est ¢gal a 1.
Exemple 2.2 Considérons le RdP de la figure 2.4 qui suit, un P-invariant est le vecteur

-1 0 2
1 -3 0

H'X €= (K ko, ks, ks k) X | 0 3 —3):6

K vérifiant :

0 -3 2
o o0 o0

Il existe un P- invariant : #'= (0,0, 1,1,1). L’invariant de marquage est :

1xm (p3) +1 xXm (p4) + Xm (ps) = 6.
Ceci signifie que les places p; et p, forment une composante conservative du graphe.

Le RdP de la figure 2.4 admet un T- invariant, ' = (6, 2,3) ; vérifiant :

-1

1 0, .
cx0= 0 3 -3 ><<®2>:0.

0 -3 2 3

0O 0 0

|
w
oN
———

Figure 2.4 Réseau de Petri a arcs pondérés.

Définition 2.8 Un RdP est dit k-serveur si, pour chaque transition, il ne peut y avoir au
maximum que k franchissements simultanés. Une boucle de réentrance implicite contenant k
jetons est alors associée a chaque transition du graphe :

e Danslecasou k=1, le RdP est dit mono-serveur.
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e Dans le cas ou le nombre de franchissement de transitions n’est pas limité, le

RdP est dit infinité -serveur.

Figure 2.5 Boucle de ré-entrance.

2.2 Graphes d’Evénements Temporisés

Suite a cette breve présentation succincte des réseaux de Petri, notre intérét va
maintenant se porter sur une structure particuliére des réseaux de Petri qui permet de
modéliser les systemes ou interviennent des phénomeénes de synchronisation et de délai (les

phénomenes de conflits étant supposes résolus au préalable).

Définition 2.9 Un Graphe d’Evénements Temporisé (GET) est un RdP tel que toute

place a exactement une transition en amont et une transition en aval.

Pour illustrer ce type de modeles temporisés, nous proposons l’exemple d’un graphe

d’événements temporisé représentant le fonctionnement d’'un atelier de coupe de bois.
Exemple 2.3 Le GET de la figure 2.6 modélise un atelier constitué d’une machine de

coupe de bois. Quand une piéce arrive et que la machine de coupe est disponible, cette

derniére est traitée (découpeée).
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T
o

(o2)
>/

1

Figure 2.6 Modéle GET d’un atelier de coupe de bois

Le nombre de jetons dans une place s’interpréte comme le nombre de ressources
disponible. Par exemple, le nombre de jetons dans la place p; correspond au nombre de pieces
en attente d’étre traitées par la machine de coupe, ¢’est-a-dire le nombre de « ressources » qui
vont étre consommeées. Un jeton dans la place ps indique qu’une piéce est en train de traitée
par la machine de coupe. La durée de ce traitement est de 2 u.t (unités de temps). La fin de la
coupe par la machine se traduit par I’enlévement d’un jeton dans la place ps et par ’ajout d’un
jeton dans la place p; et dans la place ps. Le nombre de jetons dans la place p4 correspond au
nombre de piéces qui ont été traitées. La présence d’un jeton dans la place p, indique que la

machine est disponible.

2.2.1 Conditions initiales
Définition 2.10 (Conditions initiales canoniques). On dira que les conditions initiales
d’un GET sont canoniques si tous les jetons du marquage initial sont considérés comme

disponibles depuis I’instant —oo.

Considérer des conditions initiales canoniques, implique de prendre pour hypothése
que le marquage initial du graphe n’est pas nécessairement égal au marquage a 1’instant initial
d’observation, (égal a 0 par convention). En effet, si les jetons initiaux sont supposés
disponibles depuis —oo, ils sont susceptibles d’avoir validé et tiré des transitions également a

—oo, aussi le marquage peut avoir évolué avant I’instant initial d’observation.

Exemple 2.4 La figure 2.7 représente un GET. Si on considere des conditions initiales
canoniques, le marquage a I’instant initial d’observation est différent du marquage initial du
graphe. En effet, le jeton contenu dans la place ps a validé et tiré la transition c; a I’instant t =

—oo, Un jeton a alors été ajouté dans les places p, et ps. Finalement, le marquage, aprés qu’il

29



Chapitre IlI: Introduction aux GETG

ait évolué librement depuis 1’instant t = —oo, a I’instant d’observation est celui représenté sur

la figure 2.8.

u }—>( .,/'—: 'MP_:

Pl | 2
Figure 2.7 Marquage initial (t = —oo).

Définition 2.11 (Conditions initiales faiblement compatibles non canoniques). On dira
que les conditions initiales d’un GET sont faiblement compatibles si tout jeton du marquage

initial est disponible qu’a partir de a I’instant t = 0. Pour t < 0, le graphe est considéré comme

étant "gelé".
Les jetons visibles a I’instant initial d’observation t = 0 sont alors ceux du marquage
initial. Ces jetons sont supposés avoir été introduits dans le graphe avant I’instant 0, de telle
sorte qu’a I’instant t = 0 un jeton du marquage initial est :

e Soit en train de subir la temporisation de la place dans laquelle il a été

introduit,

e Soit tout juste disponible pour le tir de la transition aval.
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.y
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Figure 2.8 Marquage a l'instant initial d’observation (t=0)

2.3 Graphes d’Evénements Temporisés Géneéralisés
De nombreux systemes sont tels que les entités qui les traversent subissent des phases

d’assemblage ou de désassemblage. La classe des Graphes d’Evénements Temporisés

Généralisés GETG permet une modélisation simple et intuitive de tels systemes

Définition 2.12 Un GETG est un GET dans lequel des poids (nombres entiers

strictement positifs) sont associés aux arcs. Ces graphes sont aussi appelés graphes
d’événements avec multiplieurs ou valués.

Dans ce type de graphe, dont un exemple élémentaire est donné par la figure 2.9, le

poids M, rattaché a 1’arc x> — p est tel que lors d’un franchissement de la transition Xq, Mpq

jetons sont ajoutés a la place p, le poids Mg, associé a I’arc p — Xq implique que la transition
Xq Ne sera validée que si p contient au moins Mg, jetons. Lors du franchissement de cette

transition, apres un séjour t, unites de temps dans la place p, Mg jetons y seront retires
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Figure 2.9 GETG élémentaire.

La figure 2.10 représente un GETG tel que I’arc p; — X1 a un poids de 2, et I’arc x; —
P4 a un poids de 3. Les arcs dont le poids n’est pas explicitement spécifié ont un poids égal a
1. La transition x; est validée puisque la place p, contient un jeton. Aprés un séjour de deux
unités de temps des jetons dans la place p;, le franchissement de Xx; consiste a retirer deux
jetons de p; et un jeton de p,, et a ajouter un jeton a ps et trois jetons a ps. On obtient le

marquage de la figure 2.10.b.

-a- =h=

Figure 2.10 Evolution du marquage

2.3.1Gain d’un circuit :

Définition 2.13 (Gain d’un circuit [Teruel 1992]). Le gain d’un circuit, noté G(g), est
le produit du quotient des poids des arcs entrants par le produit des poids des arcs sortants de

toutes les places du circuit g. Formellement, ce gain est défini comme cuit :
a;

G = —
(o) b,
pi€eo

Ou:
e g est égal au poids de I’arc entrant dans la place pj,
e Djest égal au poids de I’arc sortant dans la place p;,

Selon la valeur de son gain, un circuit o est classé dans 1’une des trois catégories

suivantes :
e G(p) > 1: circuit générateur,
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e G(p) =1: circuit neutre,

e G(p) <1:circuit absorbant.

La valeur de G(p) informe sur la conservation des marques dans le circuit . Si un
circuit est générateur, alors le nombre de marques dans le circuit augmente avec 1’évolution
du marquage. Si le circuit est neutre, ce gain reste constant au cours de 1’évolution du
marquage. Enfin, si le circuit est absorbant, le nombre de marque diminue.

Dans le cas des GET ordinaires, le nombre total de jetons dans un circuit est constant.
De par la valuation des arcs dans N*, ceci n’est plus vrai dans le cas des GETG. Chao et al.
[Chao 1993] ont utilisé un principe similaire en introduisant la notion de marques valuées des
places d’un circuit. La marque valuée, notée IV'p, d’une place p d’un circuit peut se calculer

comme suit ;
mpy

queq

Ou :
e mj, correspond au marquage initial de la place p,
e Mg correspond au poids de I’arc sortant de la place p,
e 0q correspond a la composant de T-invariant associé a la transition en aval de

la place p.

La marque valuée totale d’un circuit neutre g, est donnée par la somme des marques
valuées des places de ce circuit. Elle ne dépend pas du temps et est constante quel que soit
I’évolution du circuit. Par conséquences, elle est généralement calculé pour le marquage
initial My et est donnée par :

ORI

pee

L’étude de la vivacité des GETG est difficile. Des résultats ont été obtenus dans ce
domaine par D.T. Chao [Chao 1993] : un circuit d’'un GETG est vivant s’il contient

initialement au moins une place marquée dont le marquage value est supérieur a un (N(o)=1).

Contrairement aux GET ordinaires, il n’existe pas de condition nécessaire et suffisante

pour Vérifier la vivacité des GETG.
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3.1 Conclusion :
Dans ce chapitre nous avons présenté le langage graphique (les réseaux de petri) qui
permettent de décrire les systtmes a évenements discrets (SED). Qu’on a besoins pour

modéliser notre ligne d’embouteillage d’eau par la suit dans le chapitre suivant.
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Chapitre III
Modélisation des GETG dans

I’algebre des dioides

3.1 Modélisation des GET dans I’algébre (min, +)

Dans le cas des RdP, I’état modélisant 1’évolution du modéle est associé aux
marquages des places. Si I’on se réfeére a la figure 2.6, la seule caractéristique que traduit une
telle représentation concerne 1’état de la machine M (au sens logique) : machine libre ou
occupée. Pour pouvoir discuter des performances du systéme temporisé, c’est-a-dire
déterminer son régime transitoire et/ou son régime permanent, I’équipe (max, +) de I’'INRIA a
proposé dans [Cohen 1985] une modélisation considérant non pas 1’état du marquage mais les

compteurs et les dates de franchissements des transitions.

Pour étudier les GET dans ’algébre (min, +), Les variables d’état considérées sont de
type compteurs d’événements. De telles variables permettent d’aboutir a une représentation
linéaire de ces modeles dans les dioides. On a privilégié la représentation compteur a celle de
dateur (cf. remarque 3.2) du fait des dioides inspirés de 1’algébre (min, +) qui seront utilisés

par la suite pour représenter des Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés.

Définition 3.1 Un compteur associé a une transition c; est une application croissante,
notée ¢j de Z — Z U{too}, t — ¢j(t), ou cj(t) € Z U{too} correspond au nombre de tirs de la
transition g ayant lieu jusqu’a la date t.

Le vecteur d’état pour un GET, est défini par :

C(t) = (ca(t)...cpq )"

Contrairement aux marquages, ces compteurs ont une propriété de monotonie :
vt e R, VBEO,VCJ' eT, Cj(t+B)ECj(t).
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Remarque 3.1 Comme le franchissement des transitions est ici supposé étre
instantané, il n’y a pas a formuler d’hypothéses sur les tirs des transitions, leur

fonctionnement est évidemment de type FIFO (First-In, First-Out).

Pour illustrer I’évolution d’un compteur associé a la transition c¢; d’un GET

considérons le GET élémentaire suivant :

T

Figure 3.1 GET élémentaire

Sous I’hypothése de fonctionnement au plus tot, qui est un comportement limite du
GET, I’évolution du compteur c;(t), associé a la transition c¢; du GET élémentaire de la figure
3.1, est modélisé par I’équation suivant :

Gj(t) = mp + Ci(t — 7p).

Dans un GET, le phénomene de synchronisation se produit lorsque plusieurs arcs

Figure 3.2 Phénoméne de
synchronisation dans un GET.

convergent sur une méme transition (cf. figure 3.2).

En général, I’évolution d’un compteur associé a une transition de synchronisation d’un

GET est donnée par I’équation suivante :

Cj(t) = rnirlp €%,i €°p (mp + Ci(t - TP))-

On note °q (resp, q°) [’ensemble des places situées immédiatement en amont (resp

aval) de la transition cq. Similairement, “p (resp, p°) représente 'ensemble des transitions

situées immédiatement en amont (resp, en aval) de la place p.
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On remarque que cette équation est non linéaire dans 1’algebre usuelle de par la
présence de I’opérateur min qui modélise le phénoméne de synchronisation au niveau de la
transition c;. Par contre, elle se decrit de fagon linéaire dans le dioide Z ,,,;, . Le compteur

Cj(t) vérifie I’équation récurrente suivante :

Ci(t) = @p €%,i €°p (Mp & ci(t —7p)).

L’opération @ du dioide Z ,,;, représente un phénoméne de synchronisation au
niveau de transition c;, et I’opération @ représente un décalage événementiel du compteur c;(t)

par rapport a tout compteur associé a une transition en amont de la transition c;.

D’une maniére générale, les équations modélisant le fonctionnement au plus tot des

GET ont la forme suivante dans le dioide Z ,,;,.

CE) = @aco AuC(t — VB ® BoU(E — ),
a=0

T (3.1)
V() = @ CoClt-a),

Avec T = maxp, e p (T(Pa)). C(t) est le vecteur d’état, composé des compteurs associés

aux transitions internes du graphe. U(t) et Y(t) sont respectivement les vecteurs d’entrées

(commandes) et de sorties, composés des transitions sources, respectivement puits, du graphe.

Exemple 3.1 Dans le dioide Z ,,;,,, I’évolution des compteurs du GET de la figure 3.3
sont régies par les relations suivantes :
) =1Qci(t—1) D2 () ® ulo),

c(t) = ¢1(t—2)
y(©) = ()
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—_—t
]
“1

Figure 3.3 Exemple d’un GET.

Co

Il en résulte la représentation d’état suivante :

cov= ecwe(l Hee-vo Hee-vo()vw,
Y@©) =@ e,
Avec C=(¢1 C)t, U=uet Y=y.

3.1.1 Forme récurrente explicite
La représentation d’état sous une forme ARMA (Auto Regressive Moving Average)
donnée par la représentation (3.1) peut se ramener, moyennant une extension de la dimension

du vecteur d’¢état, a une forme récurrente markovienne du type :

{C(t) =AC(t—1) & BU(t),

Y(e) = CC(e). (3.2)

Le GET équivalent auquel va correspondre une représentation de la forme (3.2) est tel
que :
e La temporisation d’une place située entre deux transitions internes doit étre
égaleaun;
e Latemporisation d’une place située entre une transition source et une transition

interne, ou entre une transition interne et une transition puits, doit étre nulle.

Exemple 3.2 La figure 3.4 représente un GET dont le comportement entrée-sortie est

équivalent a celui de la figure 3.3. En introduisant un nouvel état ¢’;, on aboutit a la

représentation d’état suivante sur le dioide Z i, :
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e € 2 1 € ¢ e
C(t) = (s € e)C(t)GB(e € e) C(t—l)@(e) U(t),
e & ¢ £ e ¢ €
Y(t)= (¢ € e)C(t).

Avec C=(c; c¢; c)t, U=uetY=y.

On obtient, aprés utilisation du théoremel.3 pour supprimer la partie implicite de
I’équation d’état, la forme récurrente markovienne suivante :

1 2 ¢ e
C(t)=<e € e)C(t—l)EB<€>U(t),

£ e ¢ €
Y(t) = (¢ € e)C(b).

Remarque 3.2 (Equations aux dateurs). Au lieu de considérer les nombres cumulés de
tirs d’une transition d’un GET a chaque instant, on s’intéresse aux différentes dates de tirs de
cette transition. A chaque transition c;, on associe I'application di: Z = Z g, K = i (K) OU
di(k) désigne la date du k-iéme tir de la transition d;. Cette application est non décroissante et

est appelée dateur.
Par un raisonnement analogue a celui effectué pour les compteurs, on montre que la

description du comportement d’un GET peut se représenter via des équations (max, +)

linéaires.
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Figure 3.4 GET équivalent a celui de la figure 3.3 en vue d’une
représentation markovienne.

Le graphe de la figure 3.4 peut étre modélisé par les équations (max, +) linéaires

suivantes :

di(k) =1Q@ dy(k—1) @ dp(k —2) ®u(k),
da(k) = 2 @ d;(k),
y(k) = dy(k).

3.2 Modélisation des GETG
3.2.1 Equations récurrentes des GETG

Comme dans le cas des GET ordinaires, on se propose d’étudier les GETG a travers

leurs représentations d’état de type compteur.

Assertion 1 L’évolution du compteur associé a la transition xq du GETG élémentaire

de la figure 2.9 est donnée par 1’équation suivante :

Xq(t) = [Mgp (my, + Mpq’xq’(t —-1,))]  (33)

La présence de la partie entiére inferieure dans 1’équation (3.3) assure la valeur

discrete du compteur indépendamment de la valeur Mqp. En général, une transition x4 peut

avoir plusieurs transitions en amont {x; € “°q}, ce qui implique que 1’équation compteur

associee fasse intervenir le min entre les compteurs associés aux transition en amont.
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Exemple 3.3 La variable compteur associée a la transition x4 du GETG représenté par

la figure 3.5 satisfait I’équation suivante :

2+ 3x,(t—1
= [ C

Figure 3.5 Exemple de GETG élémentaire.

Exemple 3.4 L’évolution des compteurs associés aux transitions du GETG représenté

par la figure 3.6, est décrite par les équations récurrentes suivantes :
(x.(t) = min(3 + x3(t — 2),u(t)),
| C12x0(E = 2)] |3 + 2x5(t — 2)
a0 = min | =5 =)

| x3(t) =1+ 3x3(t — 1),
y(t) = x(8).

| /’”\
[ é? o]

AN /‘3

£ -. ( \|—>| y
u X ~ 3 A )
1 2 X,

Figure 3.6 Exemple de GTEG

3.2.2 Modélisation a base d’opérateurs des GETG

Le modele mathématique représentant 1’évolution de la dynamique des GETG n’admet
pas une représentation linéaire dans I’algebre (min, +). Cette non linéarité est due aux parties
entieres engendrées par la présence des poids sur les arcs. De ce fait, il s’avere difficile

d’utiliser 1’algébre (min, +) pour aborder, par exemple, le probléeme de commande
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d’évaluation de performances des GETG. Pour pallier a ce probléme de non linéarité, nous

utilisons un autre type de modélisation qui se base sur un dioide d’opérateurs développé par
Guy Cohen dans [Cohen 1998a].

Trois types d’opérateur définis de Z“ vers Z“ sont utilisés pour modéliser les GETG.

e Opérateur de stock y" : Il représente un décalage événementiel de v événement (v € 7Z)

et modélise un systeme gain élémentaire.

Figure 3.7 Opérateur « yv »

Il est défini comme suit :

VIEZ, Vcy €L, Co(t) = vV Co(t) = Cp(t) + v

L opérateur vV satisfait les régles suivantes :
e (V'@ YV’)Cq(t) = ymin () Cq(t)-
o (" @1 e =7"" co(t).

En effet, on a
(YV D YV,)Cq(t) = min (Cq(t) TV, cg(t) + V') =cg+ min (v, v’) = Ymin ) Cq(t).

0 ® vV )eq() = 7Y (Co®) + V) = cq(t) + v + v =7"" cq(t).

e Opérateur de retard & : Il représente un retard temporel de 7 unité de temps (7 € 7Z), et

modélise un systéme retard élémentaire.
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L'Lf%t"—]

Figure 3.8 Opérateur «'»

Il est défini comme suite :

VtEZ, V Cp €L, Cyft) = 87 Cy(t) = Co(t— 1)

L’opérateur &° satisfait les regles suivantes :
o (8" ) cqt) =M cy(t).
o (3" ® ) cq(t) =8""" cqlt).

Du fait que le signal c,(t) soit non décroissant, on a:
(3% @ 87) cq(t) = min (Cq(t — 1), Cqt — 7)) = cq(t — max (z, 7°)) = 8™ &) ¢y (1).
(81: ® 81:’) Cq(t) = 81: Cq(t = T’) = Cq(t = T" T) = 6T+T’ Cq(t).

e Opérateur multiplieur pm: 11 représente un facteur de mise a 1’échelle m.
if h

L'L-l' L',_-I

Figure 3.9 Opérateur um, avec m = %

Il est défini comme suit :
VEEZ, Vg € Z7, Cyt) = Um Ce(t) = [m X ¢ ()],
Avec m € Q" («m>» est égal au quotient de deux nombres naturels strictement

positifs).

Remarque 3.3 contrairement aux opérateurs yV et 8%, ’opérateur [y, n’admet pas de
régles de simplification pour I’opération &

Vm,m €Q’,Vcq€E 7%, (Km &QHm)Cq(t) peut étre different de (Hmxm)Cq(t).
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L’opérateur [, satisfait les régles suivante lorsqu’il composé avec les opérateurs y" et
ot
e (Um ® yV)c(t) = (v¥ xm ® pm)c(t), pour v € N.
*  (Hm ® 8)c(t) = (8" Hm)c(t)

En effet, ona:
Vvem'xN, (Un®@ yV)c(t)=|m X v + m X c(t)] =m xv+[m X c(t)] =

(v"*™ & Hm)c(t), puisque v x m € N.

(Hn ® 3)c(D) = [m X c(t- 7)| = (F*® pm)c(D)
Si les opérateurs, vV et &%, habituellement utilisé dans le cas des GET

ordinaires, sont linéaires, 1’opérateur Ly, est, par contre, seulement additif, en effet, on a :

VteZ, VCl,Czezz,

Hm(c1(t) @ c,(1)) = lm X (min(cy (1), cz(D)] = min (Im X c; (O], Im X c;(D)]) =
Mmc1(t) D Hme (1)

La non linéarité de I’opérateur up, est due a sa non homogeénéité, en effet : v L € N,
AQ (Mmc1() =4+ [m x ¢ ()]
Est différent de
Hn (A @ c1(t)) = Im x (A + 1 (D]

On note Dminl8] le dioide d’opérateur ou la loi additive €@ correspond a
I’opération min, et la loi multiplicative @ est équivalente a la loi composition usuelle.
Ce diode a pou élément neutres & = i, v 8 et e = Py y°8°. Pour des détails [Hamaci et
al, 2004].
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Un élément de Dpin[[8] permet de coder un signal c(t) sous forme d’une série
formelle en 9, et il permet également de modéliser la relation entrée-sortie liant deux

transitions d’un GETG.

Exemple 3.5 Dans le dioide Dyin[8], le compteur Xxq(t), associé a la transition

Xq du GETG élémentaire de la figure 2.9, satisfait 1’équation suivante :
Xq(8) = ﬂMggympSTpHMpq:XQ'(a)

Pour X, correspondant a une impulsion, notée E(S), et égal a e = py y°3° on

obtient la relation liant la transition Xq et X o sous forme d’une composition

d’opérateurs donnée par :pyy o .

Assertion 2 L’évolution de la dynamique d’un GETG est donnée par la

représentation d’état suivante :

{X(S) = AX(6) @ BU(9),
Y(8) = CX(8) ® DU(S).

(3.4)
Ou X(6) est le vecteur d’état composé des compteurs associés aux transitions
internes du graphe, codé dans le dioide Dnin[6]. U (8) et Y(8) sont les vecteurs

d’entrées et de sorties codés dans Dnin[[6].

Les matrices A, B, C et D sont composées des monémes de formelles en §,
chaque mondme modélise une relation liant deux transitions du graphe dans Dmin[6].
Exemple 3.6 Dans le dioide Dnin[6].le GETG de la figure 3.6 admet la

représentation d’état suivante :

( £ £ Y362
x1(6) 2 3¢2 x1(8)
<x;(5)> = mb & wrim, <x;(5)>ea(§) u(s),
{ V@ e y'olus € = ® (3.5)
x1(8)
Y(6)=(¢ e ¢) <x;(6)>-
\ x3(8)

3.3. Modélisation de la chaine de production de beure :
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Les systemes considerés, sont ceux modélisables par les GETG. Un systeme réel sera

modélisé dans ce chapitre, il s’agit bien d’une chaine de conditionnement de beure.

3.3.1 Description du processus de fabrication

Le flux de production sont illustré sur la figure 3.10 suivante :

Beure fondue

U

Cristallisateur

H —. Cowvert

Machine du —

conditionnement [
U — @

Dateuse

|

Fardeleuse

Produit finis

Figure 3.10 - Description du processus de fabrication de beure.

e Poste 1: Le cristallisateur (capacité 15kg, 120/130s), ce dernier est composé de deux
procedes :

— Le premier est I’échangeur principale de température son role est des baisser la
température du produit pour passer au remplissage,

— le deuxieme procédé est le mélangeur ou le mixeur son réle est de mixer la beure en
utilisant un agitateur afin d’éliminer les grains du beur non écraser

e Poste 2 : La machine du conditionnement (3boite/7s),

- Le remplissage des boite : la beure arrivé du poste 1 elle rentre dans un doseur
principale de 3kg pour distribue le produit sur 3 doseurs secondaires de 500g/dose, la
machine remplie 3 boite a la fois avec une durée de 3s.
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- La fermeture des boites : Ce procéde passe sur 4 étapes de fermeture avec une durée
total de 4s et 3 boite simultanément,

- Positionnement de [’opercule (aluminium) avec un vérin 1s,

- Soudure de I’opercule avec une résistance chauffante d’une durée de 15,

- Positionnement du couvert sa durée une 1s,

- Fixation du couvert sa durée une 1s,

e Poste 3 : Dateuse (1boite/1s)

Ce poste recevant les boites de poste 2 a laide d’un convoyeur dans le quel un systéme
dateur jet I’encre dis qu’un capteur envoyé un signalé de présente d’une boite dans la bonne
position pour écrire la date récente de fabrication sur la boite.

e Poste 4 : Fardeleuse (24boite dans chaque carton//8-105s)

A la sortie du poste précédent les boites passent sur une balance électronique pour trier

les boites qui on le poids de 500g avant d’étre mise en carton. Les carton est de capacité 12kg

soit 24boites /carton.

3.3.2 Modeélisation graphique :

Dans cette partie, en basant sur cahier des charges décrivant, pour une gamme de
fabrication, le fonctionnement global de la chaine de production, on a établi le modéle réseau
de Pétri qui modélise le fonctionnement de cette chaine.

Figure 3.11

Figure 3.11 — Modele proposé réseau de Pétri de la chaine de production de beure.
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3.3.3 Modélisation mathématique

Cette modéli

\

sation est donnée par les équations récurrentes suivantes :

(N1(t) =3+ U1(t — 120)

N2(t) =3N1(t—3)
N3(t) =3+ 3N2(t—2)
N4(t) = 3N3(t — 2) (3.6)
N5(t) = N4(t — 5)
N6(t) = 24 + N5(t —5)

\ y(t) = N6(t)

Le modéle mathématique (3.6) est représente les équation récurrente de systéme

modélisé indique la dynamique de I’unité de fabrication en fonction de temps.

3.4 Conclusion

Ce modéle mathématique a une représentation linéaire dans 1’algébre (min, +),

pour palier a ce probleme de non linéarité et pour pouvoir appliquer certains résultats

développés dans le cadre de 1’analyse de performances des systémes linéaire dans

1’algébre des dioi

des et qui ne sera pas traité dans ce mémoire, une approche de

modélisation de ces graphes a été utilisée. Cette approche est permet de décrire la

dynamique de modele et les relations reliant les différentes transitions du graphe. Le

modéle d’équations récurrentes sera utilisé par la suite pour évaluer les performances

des GETG et sera simulé dans un environnement de logiciel réseau de Pétri PIPE2.
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Chapitre IV
Simulation de la chaine

de production de beure
dans PIPE2

4. 1. Introduction :

Les Réseaux de Petri sont un outil de modélisation universellement connu et reconnu pour
les possibilités d’analyse, de validation et de vérification dont ils font preuve. L’exploitation
de la théorie associée aux RdP permet, par la recherche des P et T invariants de répondre a de
nombreux problemes. La diversité des configurations des systémes de production et la
demande de flexibilité de ces systémes en temps réel, nous ameénent a considérer I’évolutivité
possible des modeles en vue de la simulation et de la commande éventuelle.

Cet outil de modélisation est particulierement bien adapté a la représentation des systémes de
production. Il se préte en effet a une construction modulaire et permet, dans la globalité du
modele obtenu, de repérer tous les sous-ensembles.

Avec cet outil de modéelisation, on peut proposer également une simulation des
fonctionnements. Ainsi, nous retrouvons cette dualité entre le systtme et son modéle, ou
I’¢laboration du systeme se fait conjointement a 1’observation préventive des comportements
a travers le modéle. En toute logique, on doit concevoir alors le systéme par une série d’aller-
retour entre le systéme en construction et son modéle en simulation.

Les Réseaux de Petri peuvent en outre apporter une contribution dans le domaine de la
flexibilité : ainsi, comme nous allons le voir, les modeles sont tout a fait aptes a évoluer en
fonction des événements et des contextes et ainsi répondre en temps réel aux contraintes
imposées en termes de flexibilité. Dans ce chapitre nous nous somme intéressés a la
simulation et 1’analyse des résultats dans un environnement PIPE2 (PIPE2 est un logiciel de
simulations des systemes de productions modelisés par les réseaux de Petri). Le modele
exploité dans la simulation est le modele de la chaine de production de beure démontré dans
le chapitre président.

4. 2. Définition du logiciel de simulation (PIPE 2) :

Le formalisme de modélisation du Réseau de Pétri permet une visualisation graphique
pratique des modeéles de systeme, comme ainsi que l'analyse des propriétés d'exactitude et de
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performance. La théorie des Réseaux de Pétri a été largement utilisée pour mettre en ceuvre
une variété d'outils de modélisation et d'évaluation. Cet article passe en revue divers de ces
outils et décrit certaines extensions récentes d'un outil de Réseau de Pétri gratuit et open-
source indépendant de la plate-forme appelé PIPE.

Les extensions comprennent : une augmentation de la puissance de modélisation grace a
I'introduction d'arcs inhibiteurs, un nouveau module d'analyse pour générer des siphons et des
piéges, quelques nouvelles fonctionnalités d'interface et diverses présentations améliorations.
Nous illustrerons la modélisation et I'analyse du systéme avec des arcs inhibiteurs dans une
étude de cas d'un jeton réseau en anneau.

4. 3. Simulation :

4.3.1. Classification :

La classification est basé sur la connectivité entre les lieux et les transitions, ce module
classe un réseau Pétri en un ou plusieurs types suivants : State Machine, Marked Graph, FC-
Nets, EFC-Nets,Réseaux SPL, Réseaux ESPL.

Nous allons utiliser 1’outil «Pétri net classification results» pour afficher la classification pour
ce faire on va double cliquer sur cet outil :

« Classification >
Source net

Use current net  Filename:

Results

Petri net classification results

State Machine false
Marked Graph true 3
Free Choice Net true

Extended Free Choice Net true
simple Net true
Extended Simple MNet true

Copy Sawve

Figure 4.1- I’outil «Pétri net classification results» .

4.3.2. Les résultats d’analyse des invariants dans les Réseaux de Pétri :

Ce module calcule avec précision les vecteurs invariant de lieu et invariant de transition et
efficacement. Ces vecteurs (appelés net-invariants) ne sont pas difficiles a calculer puisque la
complexité de le calcul ne dépend que du nombre de places et de transitions dans le réseau et
non de la taille de I'ensemble d'accessibilité. Il fournit également les équations de marquage et
des informations sur la délimitation et vivacite.
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Nous allons utiliser I’outil «Pétri net invariant analysis results» pour afficher les résultats des
invariants analyses pour ce faire on va double cliquer sur cet outil :

« Invariant Analysis
Source net

Use current net  Filename:

m
a
@
i3

Results

Petri net invariant analysis results

T-Invariants

TOT1 T2 T3 T4 T5 Te T7

31 1 1 1 1 1 1
The net is covered by positive T-Invariants, therefore it might be bounded and live.

P-Invariants

PO P1 P10 P11 P2 P23 P4 P5 P& P7 P8 P2

o 1 O o o o o o o o

1 0 0 o o o0 1 ¢ 0 0

o L] O 1 0 0O a 1 0 O

0 0 0 o 1 0© o 0 1 0O

o L] O o o 1 o o o 1

The net is not covered by positive P-Invariants, therefore we do not know if it is

bounded.

cococoo
cCocoo-a

P-Invariant equations

M(P10) + M(P5) = 0
M(P1) + M(P&) = 1
M(P2) + M(PT) = 1
M(P3) + M(P8) = 1
M(P4) + M(P8) =0

Analysis time: 0.0s

Copy Save

Figure 4.2 - I’outils «Pétri net invariant analysis resultsy.

4.3.3. Incidence et marquage du Réseaux de Pétri:

Ce module affiche les matrices d'incidence avant, arriere et combine et la matrice de
marquage et I'ensemble des transitions activées. Il permet a l'utilisateur de se sentir plus en

confiance sur la validité du Réseau de Pétri car les résultats intermédiaires utilisés pour
générer les plus avances les résultats peuvent étre consultés.

Nous allons utiliser ’outil «Pétri net incidence and marking», pour ce faire on va
double cliquer sur cet outil :
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o Incidence & Marking > wf Incidence 8 Marking >
Source net Source net
LZ] Use current net  Filename: | | [ Browse | A Use current net  Filename: | | Browse
r Results [ Results
~ " — EEEEE———— .
Petri net incidence and marking combined incidence matrix f

I |volTi|r2|Ts|Ta|Ts| 18| 17|
PO 1 O -3 O 0O O O O

"1 0 0 110 0 0 o
P GGG GG ol iy ————————————
o 110 00 0 0

P11

Forwards incidence matrix I~

P2 (o] o o L | o o o
N 6000 110 o

|Pa

P4 (o] o o (v ] o 1 -1 o
/P30 0 0 0 1 0 0 0

|ps

P& O O -4 1 O O O O

P70 0 0 110 0 o

P7 GGG G610l gy
o0 0 0 0110

|Po

Ps 00000010 nniiten matrx

- | |TolT1| T2 Ta|Ta| Ts| T8 | 77| ~
save

- Incidence & Marking e o Incidence & Marking >
Source net e F
[IZ A — | === | [ETt——— arones |
rResults s ™ ~ |
T s —— | Inhibition matrix 4
Combined incidence matrix J | |TD|T‘1|T‘2|TS|T4|TB|TB|1T|
| |To|T1 |2tz Ta|Ts|Te | 17| PO 0 0 0000 0 O
PO | o -3 o o o o O |P1
|ea P10 O O 0 0O OO0 0 O

P11
P2 0 0 0 0 0 0 0 O

P11 0 1 -1 o ©o o o o P30 000 000 0

Pz o o o 1 -1 o o o P4 0 0 0 0 0 0 0 O
P30 0 © © 1 1 0o o Ps 00 000 G0 0
P6& 0 0 0 0 0 0 0 O
Pa 0o o o o o 1 -1 O o
'Ps o o © © o o 1 -1 P8 00000000
P& © © 1 1 0 © o o P 00000000
P7 e o © 1 1 ©o o o Marking
e o o o o -1 A1 o o | |Po|P1|P10|P11|P2|Pa|Pa|Ps|Pe|P7|Pe|Ps|
o o 1 o o o

> e 0 o o o 11 o et E—

Inhikition matrix H
Enabled transitions

1 lvo|lTil zlts|Tal s s | 17| -~ | 70| 71| 72| 73| 74| 8| T8 | 77|
= > YEesyes no No No No no no o
[ sepy || save | [ conv || save |

Figure 4.3 - I’outil «Pétri net incidence and markingy.

4.3.4. Siphons minimaux et piéges minimaux :

Nous allons utiliser 1’outil «Minimal siphons and minimal traps» pour ce faire on va
double cliquer sur cet outil:

& Minimal Siphens And Minimal Traps >
Source net

[g Use currentnet  Filename: | | Browse |
~Results

Minimal Siphons and Minimal Traps

Minimal siphons

{P4, PO}
P10, P53}
P3. Pa}
P2 P73}
{P1.PE}

Minimal traps
P1. P&}
P2 PT}
{P3. P8}
{P4, PO}
P10, P53}

Analysis time: 0.016s

Generate

Figure 4.4 - ’outil «Minimal siphons and minimal traps».
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4.4. Graphe d'accessibilité/couverture:

Ce module fournit une representation visuelle de toutes les séquences de tir possibles pour
le Réseau de Pétri donné, comme decrit dans la section 2. Il donne également des
informations sur la délimitation, la sécurité et des propriétés sans blocage.

'S
[ Zoom:|100% | Rotate: [a0® o @ o

58
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- ~ 0, T1
520 . -
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y » B {52
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T2 T ] | 4
521 T
LA ) A \ A
4 sz | ]
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\ T4 |
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s19 . T3k
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515

<

Marking corresponds to {PO, Pl1, P10, P11, P2, P3, P4, PS5, P&, P7, P8, P9}
Hover mouse over nodes to view state marking

Figure 4.5 - I’outil de graphe d'accessibilité/couverture.

4.5. Simulation :

Par simulation, ce module calcule le nombre moyen de jetons par place le long avec
I'intervalle de confiance a 95% pour chaque place dans le filet. Une approche analytique
compléte d'un probléme souvent demande une énorme quantité de ressources, tandis que la
simulation peut fournir une méthode alternative pour surmonter les probléemes de
performance. Ce module fonctionne sans aucune intervention de l'utilisateur et fonctionne en

conjonction avec les modules d'analyse afin que les résultats de performance du systeme
simulé puissent étre calculés.

Nous allons maintenant procéder a la premiere simulation de ce modéle. Pour cela, cliquez sur
1’outil simulation :
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« Simulation >
Source net
|7E Use currentnet  Filename: | Browse
Simulation parameters
|7Firings: |100 | Replications: |5 ||
Results
Petri net simulation results
|F,Ia|:=la Average number of | 95% confidence |
tokens interval (+/-)
PO 68. 90099 3, 7512
P1 o®82 0o
P10 L] a
P11 s3e1386 391116
P2 00,9604 0,09298
P3  o®01T 0o
P4 L O
|ps e e
PB 0,0198 a
P7 00396 009208
P8 0,0099 (0]
LA
| cony | [ seve |

Figure 4.6 — Résultats de simulation la ligne de production de beure.

4.6. Analyse de I'espace d'état :

Ce module construit une arborescence de tous les marquages atteignables qui sert a
déterminer les propriétés qualitatives du Réseau de Pétri donné : délimitation, sans impasse et
sécurité. Ca aussi fournit le chemin le plus court vers le blocage dans le cas ou il en existe un.

Nous allons ensuite utiliser 1’outil « State Space Analysis» pour vérifier qu’il n’y a pas de
deadlock (blocage) dans notre systeme.

Pour ce faire on va double

cliquer sur cet outil :
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o State Space Analysis
Source net

Use currentnet  Filename: Browse
Results

Petri net state space analysis results

Bounded false
Safe false

Deadlock false

Copy Save

Figure 4.5 - Analyse de modele de la ligne de production de beure dans I'espace d'état.

4.7. Conclusion:

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a la simulation de la chaine de

production de Beure modélisé par I’outil graphique Réseau de Pétri dans un environnement
PIPE2.

55



Conclusion Générale

Conclusion
Générale

Ce rapport de mémoire a pour objet une présentation rapide des différentes techniques
d'étude des SED, mais ne prétend pas a I'exhaustivité. On a pu voir que des approches tres
différentes sont possibles. Chaque approche a été développée dans un but précis : commande
de systeme, évaluation de performances, vérification (temporelle)... cependant, deux axes
principaux se dégagent, le premier est la modélisation par réseaux de Pétri et le deuxieme
utilise les automates.

Dans le cas des Réseaux de Pétri la structure du modele inclut les spécifications de
fonctionnement. De ce fait 1’évaluation de performances parait €tre une approche plus
naturelle. On a vu par exemple que dans le cas des Réseaux de Pétri temporisés on peut
caractériser les trajectoires d’un systéme et borner son taux de production. Cependant, s’il est
plus ardu, le contrdéle des SED sous forme Réseaux de Pétri est une des directions actuelles de
recherche, on peut en particulier citer la these de L. Libeaut [13] et les travaux effectués au
LISA , regroupé sous le theme : « Contribution a la commande des Systémes & Evénements
Discrets », en particulier la these de B. Cottenceau [6]. Le cas particulier des graphes
d’événements temporisés fait aussi 1’objet de nombreux travaux trés aboutis, il faut cependant
noter que sa structure lui interdit la représentation des systemes permettant des divergences en
« OU ».

En utilisant les graphes d’événements temporisés, nous arrivons & modeliser un
systeme de la ligne de production de beure et ensuite simuler et évaluer ses performances en
utilisant le logiciel de simulation PIPE2. Le GET avec ajout /retrait de jetons nous permet de
minimiser le temps de correspondance au niveau de traitement de produit de en jouons sur la
ligne qui représente le circuit critique du linge de production. La valeur propre maximale de la
matrice du systéme d’équations linéaires nous permet d’obtenir le modeéle mathématique
représenté par des équations récurrentes.
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