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Résumeé

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la théorie des systémes linéaires dans les dioides, cette
théorie concerne la sous-classe des systemes a événements discrets modélisables par les Graphes
d’Evénements Temporisés (GET). La dynamique de ces graphes peut étre représentée par des équations
récurrentes linéaires sur des structures algébriques particuliéres telles que I’algébre (max, +) ou I’algébre
(min, +).

Ce mémoire est consacré aux modélisation et commande des systemes dynamiques qui peuvent
&tre modélisés graphiquement par des Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés (GETG).

Ces derniers, contrairement au GET, n’admettent pas une représentation linéaire dans
I’algébre (min, +). Pour pallier a ce probléme de non linéarité, nous avons utilisé une approche de
modélisation définie sur un dioide d’opérateurs muni de deux lois internes : loi additive (D) correspondant
a ’opération (min), et loi multiplicative (&) équivalente a la loi de composition usuelle. Le modele d’état
obtenu, est utilisé pour commander les GET.

Mots-clés : Systemes a événement discrets, Réseau de Petri, Modélisation, Commande Simulation,
Chaine de production.
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Liste des Notations

SED : Systéme & Evénements Discret.

RdP : Réseau de Petri.

P : ensemble non vide de places d’un réseau de Petri.

T : ensemble non vide de transitions d’un réseau de Petri.

mp : nombre de jetons initialement contenus dans la place p.

Tp : durée minimale de séjour d’un jeton dans la place p.

GET : Graphe d’Evénements Temporisé.

GETG : Graphe d’Evénements Temporisé Généralise.

0 : vecteur T-invariant associé au graphe d’événements temporisé généralisé.
ppcm : plus petit commun multiple.

Mgp : poids de I’arc allant de la place p vers la transition xgq.

Myq : poids de I’arc allant de la transition x4 Vvers la place p.

N, marque valuée associée a la place p.

N, : marque valuée associée au circuit .

@ : addition dans un dioide.

& : multiplication dans un dioide.

Zmax . algébre (zU {—oo},max,+).

Zmax . algébre (z U {+oo},max,+).

Zmin: algébre (z U {+oo},min,+).

Zmin . algébre (z U {+o0},min,+).

< : relation d’ordre liée a un dioide.

a* : étoile de Kkleene.

Cq(t) : variable compteur associée a la transition cq d’un graphe d’événements temporisé.
Dmin[[8] : dioide d’opérateurs permettant de modéliser les graphes d’événements temporisés généralisé.
v',v €zU {£o0} : opérateur de stock sur les compteurs.

0',t € zZ U{zo0} : opérateur de retard sur les compteurs.

Mm,m €Q : opérateur multiplieur sur les compteurs.

Z2 i ensemble de signaux de z dans Zmin.

[a] : partie entiére supérieure de a.



|a] : partie entiere inférieure de a.
C : matrice d’incidence.

K : P-invariant.

O : T-invariant.

Mo : vecteur marquage initial.

u.t : unité de temps.
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Introduction générale

Introduction
generale

Les Systemes a événement discrets (SED) désignent des systemes généralement de conception
humaine. Leur évolution obéit a I’apparition d’événements qui ont lieu a des instants discrets. Cette classe
de systémes regroupe aussi bien les systemes de production : les réseaux de transport (routier, ferroviaire
ou aérien) et les systemes informatiques qui sont, par exemple, des processus que 1’on peut considérer
comme des systémes a évenements discrets.

Les outils reconnus pour 1’évaluation des performances des systémes a événements discrets sont la
simulation et les outils mathématiques tels que les chaines de Markov, les réseaux de fils d’attente et les
réseaux de Pétri.

Au début des années 80 une nouvelle théorie, permettant d’étudier une catégorie de SED, a vu le jour.
Cette théorie concerne une sous classe de réseaux de pétri, appelés graphes d’événements temporises
(GET). Ces derniers admettent une représentation linéaire sur une structure algébrique particuliére, connue
sous le nom de I’algebre des dioides [Baccelli 1992] (I’algebre (min, +) étant un exemple de dioide).
Cependant, les techniques développées dans le cadre des SED atteignent leur limite lorsque la taille du
systeme considéré est importante (du fait du nombre important d’entités). Il s’avere alors utile d’utiliser
des GET a arcs pondérés, encore appelés GET Généralisés (GETG), ce qui permet de réduire la taille du
modele. Ces graphes permettent ¢galement de modéliser de fagon simple des opérations d’assemblage et
de désassemblage de produits présentes dans certains systémes de production.

Ce mémoire est consacré 1’étude d’une unité de production ORSIM a OUED RHIOU-RELIZANE, dans
I’objictif de commander ce systéme. Pour cela on a proposés tout d’abord un modele graphique RDP, ce
modele nous permettre de proposé un modele mathémathique définer dans une classe particuliere connue sous
le nom de I’algebre de dioides, ’application dun ensemble des théories développées dans ce cadre permit de
définir les performaces d’un systémes dynamiques qui peuvent étre modélisés graphiquement par des Graphe
d’Evénement Temporisés généralisés (GETG).

Ces derniers, contrairement au GET, n’admettent pas une représentation linéaire dans I’algebre (min,+).
Pour pallier a ce probléme de non linéarité, nous avons utilisé une approche de modélisation définie sur un
dioide d’opérateurs muni de deux lois internes : loi additive () correspondant a ’opération (min,+), et loi
multiplicative (&) équivalente a la loi de composition usuelle. Le modéle de 1I’état obtenu, est utilisé pour
évaluer les performances de GETG. Pour cela on présente une méthode d’entrée-sortie.
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Ce mémoire comporte de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre nous présentons les outils algébriques nécessaires a la modélisation et a la
commande des systémes de productions modélisable par les graphes d’événements temporisés avec
multiplieurs.

Le second chapitre a trait la modélisation des graphes d’événements avec multiplicurs dans les
réseaux de Pétri, qui sont un langage graphique permettant de décrire les Systémes & Evénements Discrets.

Le troisieme chapitre a traité la modélisation des graphes généralisés dans un dioide d’opérateurs.
Nous présentons le modele de 1'unité de production ORSIM instaler a OUED RHIOU de la Wilaya de
RELIZANE,. Pour cela on a proposés un modele graphique RDP, ce modéle nous permettre de proposé un
modele mathémathique définer dans une classe particuliére connue sous le nom de 1’algébre de dioides dans
I’objictif de proposer une commander pour amiliorer les performances de ce systeme.

Le quatrieme chapitre est consacré a la commande juste-a-temps pour synthétiser une trajectoire
d’entrée telle que la réponse en sortie suivre au mieux une trajectoire de consigne correspondant au
comportement désiré en sortie de systéme.

Et finalement une conclusion générale de ce travail.
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Chapitre I :

Outils algebriques

Ce premier chapitre a pour objectif d’expliciter les outils algébriques utilis€és dans ce mémoire,
nous présentons, tout d’abord un ensemble de définition, de notations et résultats relatifs a I’algébre des
dioides. Nous débutons cette partie par les définitions des dioides, ensuite nous intéressons a la structure

ordonnée dans un dioides

1.1 Algebre des dioides

Définition 1.1 On appelle un dioide (ou semi-anneau idempotent) un ensemble Dmuni de deux lois de
compositions internes, 1’'une notée additivement @, et ’autre notée multiplicativement & telles que les
axiomes suivants sont respectés (V a, b, ¢ € D):
e L’addition est associative: (@@ b)Pc=aP (bPc)=aPbDec,
e L’addition est Commutative:a @ b=b P a,
e L’addition est idempotente : a @ a = a,
¢ L’addition admet un élément neutre noté € appelé zéro: a@P c=c P a=a.
e La multiplication est associative: (@@ b) ®c=a@ b®®c)=a@® b R c,
e Distributive a gauche et a droite par rapport a ’addition :
aQ®bdc)=Qh) D @c)et(hDc)@a=(b®a) D (cRa),
e Le zéro est absorbant pour la multiplication:a®@ e=c Q@ a=g¢,
e La multiplication admet un élément neutre notée:a @ e=e ® a=a.
De plus, un semi-anneau idempotent, couramment noté (D; @; &), est commutatif lorsque la loi

multiplicative @ est commutatif, soit lorsquea @ b=b ® a.

Exemple 1.1 (dioides Zmin). Zmin = (ZU {+oo}, min, +) est un dioide commutatif, ou la loi additive
correspond a 1’opération min usuelle ; la loi multiplicative & est équivalente a [’addition usuelle.

L’¢élément zéro de Zmin est € = +oo et I’élément identité est e = 0. Ce dioide est appelé I’algebre (min, +).
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Application : On s’intéresse a la production de barres assemblées, on peut dire qu’une barre assemblée
est la "somme" de deux barres et d’une vis et d’un écrou. Cette nouvelle "somme", notée @ pour la
distinguer du + habituel, correspond a I’opération d’assemblage. On notera que 1’on se permet alors
d’"ajouter" des grandeurs ne s’exprimant pas dans les mémes unités. Sion a 2 barres et 1 vis et 1écrous,
on ne peut fabriquer qu’une seule barre assemblée, donc 201D 1= 1, ce qui est équivalent dans I’algébre

usuelle a la min (2, 1, 1) = 1.

Deux Barres
i -
e —
| ® |
& - - o - i, | |
I | | |
| | | |
| | i - i
| Un vis _| ! I
.- y \ Barres Assemblées /:
.\H — b m— o m— o — 3 m— b m— o — — :

e .

| |

[ i

| Un écrou I

b -

Figurel.1: assemblage de deux barres.

Exemple 1.2 (Dioides Z max). Z max = (ZU {+o0}, max, +) est un dioide commutatif, ou la loi additive
@ correspond a ’opération max usuelle ; la loi multiplicative @ est équivalente a 1’addition usuelle.

L’¢lément zéro de Z min est € = -oo et I’élément identité est e = 0. Ce dioide est appelé I’algebre (max, +).
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Application : 1 @ 3=3© max (1, 3)=3

Définition 1.2 (Dioide complet). Un dioide (D, @, @) est complet si :
. Il est fermé pour les sommes infinies ;

. La loi ® distribue sur les sommes infinies, c’est-a-dire si pour tout a €Det tout sous

ensemble § €D,

a® (Bb)=0 (a®Db) Et (Bb)®a=60@ (b®a)
bep bef bef bep

Un dioide complet admet un élément maximum @ a, que ’on notera T pour Top. Il est absorbant pour
aeD

I’addition, autrement dit Va €D, T P a=T.
Notons que, d’apres la définition d’un dioide, I’élément zéro € est absorbant pour la multiplication pour

tout élément deD, aussi,ona: T R e=c @ T==¢.

Exemple 1.3 On vérifie facilement que les dioides suivants sont complets :
(ZU {-o0, +o0}, min, +) avec &€ =+, e =0 et T = —oo est un dioide noté par Z ,;,
On a dans Z ,,,;,la régle suivante :

(—o0) + (+00) = (+0).
(ZU {-0, +o0}, max, +) avec € = -0, e = 0 et T = +oo est un dioide noté parZ ,,q
On a dans Z 4, la régle suivante :

(—o0) + (+00) = (-00).
Définition 1.3 (Dioide matriciel). L’ensemble des matrices carrées de dimension n, a coefficients dans
un dioide (D, @, ®), est un dioide matriciel, noté (D™ ", @, &), ou les opérations sont définies, a

partir des opérations du dioide (D, @, @) de maniére analogue a ’algébre classique, de la fagon suivante

VA, B eD™";
ADB: (APB)ij=AiP Bij, vi,j=1, ..., n,

AQB : (AQB); = ® A® Big, Vi, =1,

L’¢lément identité de D™ est la matrice, notée Id,, composée de e sur la diagonale et de ¢

partout ailleurs. L’¢é1ément zéro est la matrice composée exclusivement de «.
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La somme et le produit de deux matrices de dimensions compatibles, pas nécessairement carrees,

peuvent étre définis de la fagon suivante :

e AED™P BeD™P;
ADB : (APB)ij=A;PB;Vvi=1,..,nVi=1 ..,p

e CED™P K BEeDPXI,;
p
CQD: (CR®D)j=B Ax® By, Vi=1,..,n V=1, ..,q,
k=1

Exemple 1.4Calcul Matriciel dans 1’algeébre (max, +).
2 6 4 1\_(a b
G 8% )= o

e a=2®4)P(6R®5 =max(2+4,6+5)=11
e h=2RLPO6R7)=max(2+1,6+7)=13
e =3R4 D BR5)=max(3+4,8+5)=13
e d=CB®1PBR7)=max(3+1,8+7)=15

1.2 Eléments de la théorie des systémes linéaires

1.2.1 Notions sur les systemes

Cette partie est consacrée a la présentation des éléments de la théorie des systemes linéaires dans

les dioides.

Définition : 1.4 (Signal). On appelle signal une application u de Z — (D, @, ®).
t — u(t). On note D* I’ensemble des signaux muni de deux opérations :

e Une loi additive interne, notée @, définie par :
VU1, U2€D?, (U1@DU2) (t) = ux(t) Dua(t).

e Une loi externe, qui joue le role du produit d’un signal par un scalaire, notée « « », définie par :
V a €D, YUED?, (a-u) (t) = a Qu(t).

L’ensemble D* est composé de signaux. En effet :
e Un signal est croissant s’il satisfait

VteD, Vt eN, u(t+r1) =u(t).
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e Un signal est décroissant s’il satisfait

VteD, Vt €N, u(t+r1)=<u(t).

Définition 1.5 (Systéme linéaire). Un systéme, notéS, est un opérateur définie de ZZmin vers Zmin
VU1, UED?, S (U1u2) = S(u1) DS (u2) (Propriété d’additivité)
Vui1€D% Va€eD, S (a ®ui) = a® S(u1) (Propriété d’homogénéité)

Définition 1.6 (Produit de convolution). Le produit de convolution de deux signaux est noté @ et est
défini par :
VU1, UED?, (U1Puy)(t) = T@Zul(r) Uz(t - 1) = r§z ux(t - 1) uz(t)
Exemple 1.5 Le produit de convolution de deux signaux de ZZmin satisfait la relation suivante :
VU1, U2EZ min, V t EZ, (1D uy) (1) = min {ua(t) + Uzt - 1)}

On parle de produit d’inf-convolution.
De maniére duale, le produit de convolution de deux signaux de Z%maxdonne :

VU1, U2EZ max, V t EZ, (1Du2) (1) = max {ui(t) + uz(t - 1)}

On parle de produit de sup-convolution.

Définition 1.7 (Systéme continu). Un systéeme S est continu si pour tout sous-ensemble fini ou infini (u;)
ic1 d’éléments de D%, ona: S (Du)= D S (ui)
i€l i€l

Sachant que (D, @,&) est dioide complet.

Définition 1.8 (Systéme causal). Un systeme S est causal si pour toutes entrées us et u,ona: V1t €Z,
ur(t) = ua(t) pour t <t =[S (U] (t) =[S (uU2)] (t) pourt <t.

1.2.2 Systemes élémentaires
On présente dans cette partie deux systemes élémentaires linéaires :
e Systéme gain I'défini de ZZ,;,, vers ZZ ,, par :

Vt€Z,Vu,y€ZL,  veEL yt)=[TY W]t =v u().

— | e -

Figurel.2: Systeme «[v».
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e Systéme retard A* défini de ZZ;, vers ZZ , par :

VtE€EZ,V U,y €L

1.2.3 Opeérations sur les systemes

Il existe trois opérations élémentaires permettant de mettre en relation des systéemes :

mins TEL, y(t) = [AT ()] (t) = u(t — ).

AT

+ _1"

Figure1.3: Systéme « At».

composition série, la composition paralléle et la mise en feedback.

e Composition série : S = S1Q S2 est définie par :

[SW)I(®) = [S2(S1 (U] (1).

W ——a—

e Composition parallele : $ = S16p S2 est définie par :

l

Si

i
o

S‘ S{!”

Figurel.4: Composition série.

[S(W)I(®) = [Se(W)] (©) DIS2(u)] (©)-

T
Fo

+

ea_)_ S(u)

Figurel.5: Composition paralléle.

e Mise en feedback : On considéere le schéma suivant, ou S1 et S2 sont deux opérateurs linéaires

La relation entre la sortie y et ’entrée u satisfait :

L

L 4
L 4
-

. {H\h - %
- T-.J - b|
< S,

Figurel.6: Mise en feedback.
y = S1(S2(y) @ u) = S1 (S2(y)) DSSu(u).
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1.3 Conclusion :

Nous avons présenté dans ce chapitre les outils mathématiques utilisés par la suite. Aprés un bref
rappel sur la structure algébrique des dioides, et nous avons donné un ensemble de définitions sur la
théorie des systémes utiles pour aborder, dans le chapitre suivant, la représentation de certains systemes

dynamique, modélisables dans un dioide d’opérateurs.
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Chapitre 11

Introduction aux GETG

Il y’a des nombreuses classes de modeles sont proposées pour 1’étude des systemes de
production. Le choix d’un type de mod¢le est en fonction des objectifs recherchés. Dans le cas des
systemes de production, des concepts de modélisation ont été élaborés : par exemple, les chaine de
Karkov [Baynat, 2000], les files d’attentes [Bayant, 2000] ou bien les réseaux de Pétri [Murata, 1989,
Porth and Xie, 1995].

Certains systemes a évenement discrets (SED) qui mettent en jeu uniqguement des phénomeénes
de synchronisation peuvent étre décrits de facon linéaire dans certains dioides. Ces systémes peuvent
¢galement étre représentés par un modele graphique appelé graphe d’évenements temporisé (GET).

Cette représentation découle directement de la théorie des réseaux de pétri.

2.1 Les réseaux de Pétri

On présente sommairement dans la premiére section de ce chapitre les réseaux de Pétri, qui
sont un langage graphique permettant de décrire les Systémes a Evénements Discrets(SED). L’emploi
des réseaux de Pétri pour la spécification, la simulation et I’analyse de ces systémes remonte aux
années 60 et s’est maintenant généralisé. La littérature sur les réseaux de Pétri généraux est tres
abondante. On s’est limité aux préliminaires indispensables dans cette partie.

Les réseaux de Pétri (RdP) constituent un formalisme graphique propre a la modélisation des
Systemes a Evénements Discrets (SED) introduit en 1962 par Carl Adam Pétri [Pétri 1962]. lIs sont
particulicrement adaptés a I’étude des processus complexes mettant en jeu des propriétés de
synchronisme et de partage de ressources. Leur support mathématique a permis en outre d’établir de
nombreux résultats analytiques. Le lecteur intéressé par plus amples développements trouvera une
présentation générale et des références bibliographiques dans [Murata 1989], [Proth 1995] et [David
1992]. Pour I’étude des SED dans ’algebre des dioides, les RdP sont souvent utilisés comme un outil

de modélisation intermédiaire.
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2.1.1 Definitions et notations
Définition 2.1 : Un réseau de Pétri est un graphe biparti constitué de deux types de sommets : places
(représentées par des cercles) et transitions (représentées par des barres). Des arcs orientés relient
certaines places a certaines transitions, ou certaines transitions a certaines places. A chaque arc on
associe un poids (entier positif). Le nombre de places (resp. de transitions) est fini, et non nul. Chaque
place, peut contenir un ou plusieurs jetons (représentés par des points) qui modélisent la dynamique du
systeme. A chaque place on associe une temporisation. Cette derniere correspond au temps de séjour
des jetons dans une place.
D’une fagon plus formelle, un RdP est un 5-tuplet R = (,, Pré, Post, 1), ou :
e P (resp, T) est un ensemble non vide et fini de place (resp, transitions) ;
e Pré: P x T — N une application d’incidence avant : Pré (p ;cq) contient la valeur entiéere
Mgp associée a I’arc allant de la place p a la transition cq ;
e Post: Px T = N une application d’incidence arriére : Post (p ;cqy) contient la valeur
entiere M,y associée a I’arc allant de la transition ¢ a la place p ;
e 7 € N7 définit les temporisations associées aux places : 7, désigne la durée minimale de

sé¢jour d’un jeton dans la place p.

Le marquage M d’un réseau de Petri est une application M : P — . La quantité M (p)
détermine le marquage de la place p. un réseau marqué est déterminé par le couple N=( R,M ,) formé
d’un réseau de Petri R est d’'un marquage initial M .

Une transition sans place en amont est dite transition source, une transition sans place en aval
est dite transition puits. La figure 2.1 représente un RdP ordinaire (tous les poids sont unitaires) dont

les places sont représentées par des cercles et les transitions par des barres.

L
)

P3

L
I

P2 P1

Figure2.1: Représentation graphique d'un RdP.




Chapitre 11 : Introduction aux GETG

2.1.2 Equation fondamentale

L’évolution d’un RdP est décrite par le franchissement des transitions par des jetons s¢journant
dans les places du graphe.

Considérant un RdP et un marquage m, on dit que la transition cq € T est franchissable pour le
marquage M sil’ona:

Vp €P, M (p) > Pré(p,cq).

Lorsque cette condition est validée, le franchissement de la transition cq conduit & nouveau

marquage, M ', qui est nouvel état du modele, défini par :
M "(p) = M (p) — Pré (p ;cq) + Post(p ;cq).

Exemple 2.1 Considérons le RdP de la figure 2.1. En partant du marquage M § = (1,0,0,0,1)
(M (p1)=1, M (p2)=0, M (p3)=0, M (p4)=0, M (ps)=1, On atteint le marquage M §{ = (0,1,0,0,1), par
franchissement de la transition ci.

Plus généralement, on note [C*] = [Post (p ;Cq)] (élément de la matrice d’incidence arriére) et
[C] = [Pré(p ;cq)] (élément de la matrice d’incidence avant), C = C* - € (la matrice d’incidence) et en
considérant F une séquence franchissement réalisable a partir d’un marquage M i, on a 1’équation
fondamentale suivante, qui traduit la dynamique de fonctionnement du RdP :

M =Mi+CxTF. (2.1)

F est le vecteur caractéristique de la séquence de franchissementF, c’est-a-dire un vecteur de
dimention égale a |T'|; F ¢ correspond au nombre de franchissement de la transition cq dans la
séquenceF. Dans la figure 2.1 ou la sequence de tir était F = {c1}, le vecteur caracteéristique est égal a
F'=(1,0,0,0).

2.1.3 Marquages accessibles
Soit V' = (R ; Mo) un réseau de Pétri. L’ensemble des marquages accessibles A (R ; M) d’un
réseau de Pétri marqué est ’ensemble des marquages que 1’on peut atteindre a partir du marquage
initial M opar une sequence de franchissement, aprés un temps t, c-a-d :
A(R ; Mo) = {M;, 3cq, Mo—5 M ).
On peut, lorsque cet ensemble est fini, le représenter sous la forme d’un graphe. Les sommets
de ce graphe correspondent aux marquages accessibles de A (R ; Mo).

Un arc orienté relie deux sommets M ; et M'j s’il existe une transition Cq franchissable

Cq
permettant de passer d’un marquage a un autre apres un temps T : M'i = M.




Chapitre 11 : Introduction aux GETG

La figure 2.2 représente le graphe des marquages accessibles pour le réseau de Pétri de la figure

2.1 avec un marquage initial Mo = (1,0,0,0,1).

2.1.4 Concurrence et synchronisation dans les RdP

Ci Ca Cs
(1,0.0,01) —» (0,1,00.1) — (0,0.1.0.0) — (1.0.0,1,0)

Figure2.2: Graphe des marquages atteignables du réseau de Pétri de la figure 2.1.

Le formalisme des réseaux de Pétri est tres puissant, il permet de représenter une grande variété
de comportement des systémes réels mettant en jeu des phénomeénes de concurrence et de
synchronisation. Sur la figure 2.3, nous avons représenté quatre structures de réseaux de Pétri
permettant de décrire ces phénomenes :

e La figure 2.3 (a) représente une structure de choix. La place p: a deux transition en aval,

notées c1 et co. Le tire de ¢c1 ou ¢ consommera le jeton de place p: et exclura donc le tir de
I’autre. Une telle configuration permet de modéliser un phénoméne de concurrence a la
consommation comme par exemple le partage d’un processeur entre taches concurrentes
dans un systéeme informatique ;

e La configuration de la figure 2.3(b) permet de représenter une concurrence a 1’apport de

jetons dans une place, ici p1 ;

e La configuration de la figure 2.3(c) permet de modeliser un phénomeéne de synchronisation.

La transition ¢l n’est franchissable que lorsque les places p1 et p2 contiennent toutes les
deux au moins un jeton ;

e Dans la structure de la figure 2.3(d), 'apport de jetons dans les places p1 et p» est

synchronisé par le tir de la transition cl et permet, par exemple, de modéliser I’initiation

simultanée de différentes taches dans un systeme a événements discrets.
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I L |
] —

| C c
P 1
1 p Py
] 2
/N O
: 5 1 . -
e [ £
l | | J | | ‘ ‘ |
{a) concurrence i la (b) concurrence i la {c) synchronisation (d) synchronisation
consommation production dans la consommation dans la production

Figure2.3: Concurrence et synchronisation dans les RdP.

2.1.5 Quelques propriétés des RdP

Le graphe des marquages associé a un RdP fournit des indications essentielles sur le
fonctionnement du systéme qu’il représente. Suivant que le graphe des marquages est fini ou infini,
qu’il présente ou non des circuits, il refléte certaines des propriétés caractéristiques du systéme
modélisé.
Définition 2.2 (Bornitude). Une place p € P d’un réseau de Petri marqué (R ; Mo) est k-bornée (k €
V) si pour tout marquage accessible M € A(R ; Mo), le marquage de cette place vérifie M < k.
dans le cas contraire, nous dirons que p est non-bornée. Enfin si p estl-bornée, on dit que p est binaire.
Si on considére le réseau de Pétri de la figure 2.1, on voit que pour le marquage initial Mo, les places
p1, P2 et p3 sont binaires (1-bornee) et le réseau est dit sauf.

Lorsqu’'un RdP modélise un systeme manufacturier, certaines places representent des
convoyeurs ou bien des zones de stockages intermédiaires. La bornitude du marquage du modele est
alors synonyme de limitation de la taille des stocks internes du systéeme. La bornitude du RdP reflete

alors en quelque sorte une propriété de "stabilité" du systéme de production modélisé.

Définition 2.3 (Vivacité). Etant donné un réseau de Pétri R et un marquage initial Mo, une transition

c est vivante pour le réseau marqué (R ; M) est dit vivant si toutes ses transitions sont vivantes.

Remarque 2.1 (L’intérét d’étude de la vivacité d’un modele). L’évolution du marquage d’un RdP se
fait par franchissement de transitions. Lorsqu’au cours de son évolution, certaines transitions ne sont
jamais franchies, cela indique que I’événement associé a la transition ne se produit pas et que le
marquage d’une partiec du RdP n’évolue pas. Cela indique que le sous-systéme modélisé par cette

partie-la ne fonctionnera pas. 1l y a donc un probléme au niveau de la conception du systeme.
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L’idée est d’étre capable de détecter systématiquement ce phénoméne par I’analyse de propriétés du

modele RdP, afin de disposer d’un outil d’aide a la conception des systémes.

2.1.6 Invariants d’un réseau de Pétri

Il existe deux types d’invariants (appelés semiflots) dans un RdP [David 1992] : les invariants de

marquage (notés également P-invariant) et les invariants de franchissement (notés également T-invariant).

Définition 2.4 Les invariants de marquage, appelés P-invariant, ou encore P-semiflots, illustrent la conservation
du nombre de jetons dans un sous ensemble de places du RdP. Un vecteur, noté X, de dimension égale au
nombre de places du RdP est un P-invariant si, et seulement s’il vérifie I’équation suivante :
K'x€=0, K=#0.

Ou € correspond a la matrice d’incidence du RdP.

D’apres 1’équation (2.1), on déduit que si K est un P-invariant, alors pour un marquage donné, noté m,
obtenu a partir d’un marquage initial mo, on a :

K'x Mi=K"'x Mo, =n, neN".

Cette équation représente un invariant de marquage, elle signifie que si Kest un P-invariant du RdP
alors la transposé du vecteur Fpondéré par le vecteur marquage m; du RdP est une constante entiere quel que
soit le marquage m; atteignable a partir du marquage initial mo. L’ensemble des places pour lesquelles la

composante associée dans le P-invariant est non nulle, est appelée la composante conservative du RdP.

Définition 2.5 Un vecteur non nul d’entiers © de dimension |7 | x 1 est un T-invariant, ou encore T-semiflots,
du RdP si, et seulement s’il vérifie I’équation suivante :
€x0=0
D’aprés 1’équation (2.1), le franchissement a partir d’un marquage m; d’une séquence dont le vecteur

caractéristique est ® ramene le graphe au méme marquage My = m;.

Un T-invariant correspondant a une séquence de franchissement réalisable est appelé composante
répétitive. L’ensemble des transitions pour lesquelles la composante associée dans le T-invariant est non nulle

est appelé le support du T-invariant.
Définition 2.6 Un RdP est dit consistant s’il posséde un T-invariant ® couvrant toutes les transitions du réseau.
Un RdP qui posséde cette propriété est dit répétitif ou réinitialisable. Le réseau atteint un régime périodique des

lors qu’il existe une séquence de franchissement réalisable avec ®, comme vecteur caractéristique.

Définition 2.7 Un RdP est dit conservatif si toutes les places du graphe forment une composante conservative.
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Remarque 2.2

e Unréseau de Pétri consistant est dit fortement connexe si, et seulement s’il est conservatif.

e Sitoutes les places d’'un RdP forment une composante conservative, le graphe est dit conservatif.
e Toute combinaison de T-invariants (resp, P-invariants) est un T-invariant (resp, P-invariant).

e Un réseau de Pétri consistant a un unique T-invariant élémentaire.

e Le produit des poids d’un circuit d’un réseau de Pétri conservatif est égal a 1.

Exemple 2.2 Considérons le RdP de la figure 2.4 qui suit, un P-invariant est le vecteur X vérifiant :

-1 0 2
[1 -3 0\
KX C=(ki ko, ks, ko k) x| 0 3 —3[=0
0O -3 2

0o 0 0
Il existe un P- invariant : %= (0, 0, 1, 1,1). L’invariant de marquage est :
1xm (p3) + 1 xXm (ps) + xXm (ps) = 6.
Ceci signifie que les places p1 et p2 forment une composante conservative du graphe.
Le RdP de la figure 2.4 admet un T- invariant, @' = (6, 2,3) ; vérifiant :
=0.

Cx0= 3 -3|x|6,

0 -3 2 3

(153 fe
| 0 ( )

0O 0 O

Figure2.4: Réseau de Pétri a arcs pondéreés.

Définition 2.8 Un RdP est dit k-serveur si, pour chaque transition, il ne peut y avoir au maximum que
k franchissements simultanés. Une boucle de réentrance implicite contenant k jetons est alors associée
a chaque transition du graphe :

e Dans le casou k=1, le RdP est dit mono-serveur.

e Dans le cas ou le nombre de franchissement de transitions n’est pas limité, le RdP est dit infinité -

Serveur.
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Figure2.5: Boucle de ré-entrance.

2.2 Graphes d’Evénements Temporisés

Suite a cette breve présentation succincte des réseaux de Pétri, notre intérét va maintenant se
porter sur une structure particuliére des réseaux de Pétri qui permet de modéliser les systéemes ou
interviennent des phénoménes de synchronisation et de délai (les phénomenes de conflits étant

supposes résolus au préalable).

Définition 2.9 Un Graphe d’Evénements Temporisé (GET) est un RdP tel que toute place a exactement
une transition en amont et une transition en aval.
Pour illustrer ce type de modeles temporisés, nous proposons [’exemple d’un graphe

d’événements temporisé représentant le fonctionnement d 'un atelier de coupe de bois.

Exemple 2.3 Le GET de la figure 2.6 modélise un atelier constitué d’une machine de coupe de bois.

Quand une piéce arrive et que la machine de coupe est disponible, cette derniére est traitée (découpee).

Figure2.6: Modéle GET d’un atelier de coupe de bois.
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Le nombre de jetons dans une place s’interpréte comme le nombre de ressources disponible.
Par exemple, le nombre de jetons dans la place p: correspond au nombre de piéces en attente d’étre
traitées par la machine de coupe, c’est-a-dire le nombre de « ressources » qui vont étre consommées.
Un jeton dans la place ps indique qu’une piece est en train de traitée par la machine de coupe. La durée
de ce traitement est de 3 u.t (unités de temps). La fin de la coupe par la machine se traduit par
I’enlévement d’un jeton dans la place ps et par I’ajout d’un jeton dans la place p2 et dans la place pa.
Le nombre de jetons dans la place ps correspond au nombre de pieces qui ont été traitées. La présence

d’un jeton dans la place p2 indique que la machine est disponible.

2.2.1 Conditions initiales

Définition 2.10 (Conditions initiales canoniques). On dira que les conditions initiales d’un GET sont
canoniques si tous les jetons du marquage initial sont considérés comme disponibles depuis I’instant
—00,

Considérer des conditions initiales canoniques, implique de prendre pour hypothese que le
marquage initial du graphe n’est pas nécessairement égal au marquage a I’instant initial d’observation,
(égal a 0 par convention). En effet, si les jetons initiaux sont supposés disponibles depuis —oo, ils sont
susceptibles d’avoir validé et tiré¢ des transitions également a —oo, aussi le marquage peut avoir évolué

avant ’instant initial d’observation.

Exemple 2.4 La figure 2.7 représente un GET. Si on considere des conditions initiales canoniques, le
marquage a I’instant initial d’observation est différent du marquage initial du graphe. En effet, le jeton
contenu dans la place pz a validé et tiré la transition cs a I’instant t = —oo. Un jeton a alors été ajouté
dans les places ps et ps. Finalement, le marquage, aprés qu’il ait évolué librement depuis I’instant t =

—oo, a I’instant d’observation est celui représenté sur la figure 2.8.
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Figure2.7: Marquage initial (t = —oo).
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Définition 2.11 (Conditions initiales faiblement compatibles non canoniques). On dira que les
conditions initiales d’'un GET sont faiblement compatibles si tout jeton du marquage initial est

disponible qu’a partir de a I’instant t = 0. Pour t <0, le graphe est considéré comme étant "gelé".

Les jetons visibles a I’instant initial d’observation t = 0 sont alors ceux du marquage initial. Ces
jetons sont supposés avoir été introduits dans le graphe avant I’instant 0, de telle sorte qu’a I’instant t
= 0 un jeton du marquage initial est :
e Soit en train de subir la temporisation de la place dans laquelle il a été introduit,

e Soit tout juste disponible pour le tir de la transition aval.

Pl l p2 . P

Figure2.8: Marquage a l'instant initial d’observation (t=0).

2.3 Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés

De nombreux systemes sont tels que les entités qui les traversent subissent des phases
d’assemblage ou de désassemblage. La classe des Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés

GETG permet une modélisation simple et intuitive de tels systemes.

Définition 2.12 Un GETG est un GET dans lequel des poids (nombres entiers strictement positifs) sont
associés aux arcs. Ces graphes sont aussi appelés graphes d’événements avec multiplieurs ou valués.
Dans ce type de graphe, dont un exemple élémentaire est donné par la figure 2.9, le poids Mg
rattaché a I’arc xy — p est tel que lors d’un franchissement de la transition xq', Mpg jetons sont ajoutes
a la place p, le poids Mgp associé a ’arc p = Xqimplique que la transition Xq ne sera validée que si p
contient au moins Mg jetons. Lors du franchissement de cette transition, aprés un séjour t, unités de

temps dans la place p, Mqp jetons y seront retirés.




Chapitre 11 : Introduction aux GETG

Figure2 9: GETG élémentaire.

La figure 2.10 représente un GETG tel que I’arc p1 = X1a un poids de 2, et I’arc x1 — ps a un
poids de 3. Les arcs dont le poids n’est pas explicitement spécifi¢ ont un poids égal a 1. La transition
X1 est validée puisque la place p2 contient un jeton. Aprés un séjour de deux unités de temps des jetons
dans la place ps, le franchissement de x; consiste a retirer deux jetons de p1 et un jeton de po, et a ajouter
un jeton a pz et trois jetons a ps. On obtient le marquage de la figure 2.10.b.

S %

-a- -b-

Figure2.10: Evolution du marquage.

2.3.1 Gain d’un circuit :
Définition 2.13 (Gain d’un circuit [Teruel 1992]). Le gain d’un circuit, noté G(g), est le produit du
quotient des poids des arcs entrants par le produit des poids des arcs sortants de toutes les places du

circuit 0. Formellement, ce gain est défini comme cuit :

c@=] |5

bi€eQ
Ou:
e g est égal au poids de I’arc entrant dans la place pi,
e Djest égal au poids de ’arc sortant dans la place pi,

Selon la valeur de son gain, un circuit g est classé dans 1’une des trois catégories suivantes :
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e G(p) > 1: circuit générateur,
e G(p) = 1: circuit neutre,
e G(p) < 1:circuit absorbant.

La valeur de G(p) informe sur la conservation des marques dans le circuit . Si un circuit est
générateur, alors le nombre de marques dans le circuit augmente avec 1’évolution du marquage. Si le
circuit est neutre, ce gain reste constant au cours de 1’évolution du marquage. Enfin, si le circuit est
absorbant, le nombre de marque diminue.

Dans le cas des GET ordinaires, le nombre total de jetons dans un circuit est constant. De par
la valuation des arcs dans N*, ceci n’est plus vrai dans le cas des GETG. Chao et al. [Chao 1993] ont
utilisé un principe similaire en introduisant la notion de marques valuées des places d’un circuit. La

marque valuée, notée NV, d’une place p d’un circuit peut se calculer comme suit :

p

s Mgpe,
Ou:

e mj correspond au marquage initial de la place p,

e Mqgp correspond au poids de I’arc sortant de la place p,

e 0Oq correspond a la composant de T-invariant associé a la transition en aval de la place p.

La marque valuée totale d’un circuit neutre o, est donnée par la somme des marques valuées
des places de ce circuit. Elle ne dépend pas du temps et est constante quel que soit I’évolution du circuit.
Par conséquences, elle est généralement calculé pour le marquage initial Mo et est donnée par :

N(@)=2Np

pEe

L’¢étude de la vivacité des GETG est difficile. Des résultats ont été obtenus dans ce domaine
par D.T. Chao [Chao 1993] : un circuit d’un GETG est vivant s’il contient initialement au moins une

place marquée dont le marquage value est supérieur a un (N(o)=1).

Contrairement aux GET ordinaires, il n’existe pas de condition nécessaire et suffisante pour

vérifier la vivacité des GETG.
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2.4 Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons présenté le langage graphique (les réseaux de pétri) qui
permettent de décrire les systémes a événements discrets (SED). Qu’on a besoins pour modéliser

notre chaine de fabrication des vis par la suit dans le chapitre suivant.
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Chapitre 111

Modélisation des GETG dans [’algebre des
dioides

3.1 Modélisation des GET dans I’algébre (min, +)

Dans le cas des RdP, I’état modélisant 1’évolution du modele est associ€é aux marquages des
places. Si ’on se référe a la figure 2.6, la seule caractéristique que traduit une telle représentation
concerne 1’état de la machine M (au sens logique) : machine libre ou occupée. Pour pouvoir discuter
des performances du systéme temporisé, c’est-a-dire déterminer son régime transitoire et/ou son régime
permanent, I’équipe (max, +) de 'INRIA a proposé dans [Cohen 1985] une modélisation considérant

non pas 1’état du marquage mais les compteurs et les dates de franchissements des transitions.

Pour étudier les GET dans I’algébre (min, +), Les variables d’état considérées sont de type
compteurs d’événements. De telles variables permettent d’aboutir a une représentation linéaire de ces
modeles dans les dioides. On a privilégié la représentation compteur a celle de dateur (cf. remarque
3.2) du fait des dioides inspirés de I’algebre (min, +) qui seront utilisés par la suite pour représenter

des Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés.

Définition 3.1 Un compteur associé a une transition c;j est une application croissante, notée cj de Z —
Z U{£ o}, t - cj(t), ou cj(t) € Z u{x o} correspond au nombre de tirs de la transition gj ayant lieu

jusqu’a la date t.
Le vecteur d’état pour un GET, est défini par :
C(t) = (Ca(t)-.c1z )"
Contrairement aux marquages, ces compteurs ont une propriété de monotonie :

VtER,V B>0,VcET,c(t+B)>cjt).
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Remarque 3.1 Comme le franchissement des transitions est ici supposé¢ €tre instantané, il n’y a pas a
formuler d’hypothéses sur les tirs des transitions, leur fonctionnement est évidemment de type FIFO

(First-In, First-Out).

Pour illustrer I’évolution d’un compteur associé a la transition ¢jd’un GET considérons le GET

élémentaire suivant :

Figure3.1: GET élémentaire.

Sous I’hypothese de fonctionnement au plus tot, qui est un comportement limite du GET,
I’évolution du compteur cj(t), associé a la transition ¢j du GET élémentaire de la figure 3.1, est modélisé
par I’équation suivant :

Ci(t) = mp + ci(t — Tp).

Dans un GET, le phénomene de synchronisation se produit lorsque plusieurs arcs convergent

sur une méme transition (cf. figure 3.2).

Figure3.2: Phénoméne de synchronisation dans un GET.

En général, I’évolution d’un compteur associé¢ a une transition de synchronisation d’un GET est

donnée par 1’équation suivante :

Ci(t) = min_ (mp + ci(t — 7p)).
p €% €°p

On note °q (resp, q°) I’ensemble des places situées immédiatement en amont (resp aval) de la

transition cq. Similairement, “p (resp, p°) représente ’ensemble des transitions situées immédiatement

en amont (resp, en aval) de la place p.
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On remarque que cette équation est non linéaire dans 1’algebre usuelle de par la présence de

I’opérateur min qui modélise le phénomene de synchronisation au niveau de la transition c;j. Par contre,

elle se décrit de facon linéaire dans le dioide Z ,,;,, . Le compteur cj(t) vérifie 1’équation récurrente

suivante :

CH= @ (M ® cilt—1).
p €°J1€°D

L’opération @ du dioide Z ,,;, représente un phénoméne de synchronisation au niveau de
transition c; et ’opération ® représente un décalage événementiel du compteur c;(t) par rapport a tout

compteur associé a une transition en amont de la transition c;.

D’une maniere générale, les équations modélisant le fonctionnement au plus t6t des GET ont la

forme suivante dans le dioide Z ;..

T T
C(t) F ® AuC(t— )@ @ B U(t — a),

(3.1)
Y(t) = EPOCaC(t —a),

Avec T = max (t(pa)). C(t) est le vecteur d’état, composé des compteurs associés aux
pa

transitions internes du graphe. U(t) et Y (t) sont respectivement les vecteurs d’entrées (commandes) et

de sorties, composes des transitions sources, respectivement puits, du graphe.

Exemple 3.1 Dans le dioide Z ,,,;,,, I’évolution des compteurs du GET de la figure 3.3 sont régies par

sy
oG

Figure3.3: Exemple d’un GET.

les relations suivantes :
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i) =1Qc(t—-1) D 2R c,(t) B ult),
c(t) = ¢ (t—2)
y(t) = c,(t)

Il en résulte la représentation d’état suivante :

co= Yewe(l Hee-vo Hee-vo (v,
V() = e)®),

Avec C=(¢1 C2)t, U=uet Y=y.

3.1.1 Forme recurrente explicite
La représentation d’état sous une forme ARMA (Auto Regressive Moving Average) donnée
par la représentation (3.1) peut se ramener, moyennant une extension de la dimension du vecteur d’état,

a une forme récurrente markovienne du type :

{C(t) =AC(t—1) @ BU(t), (32)

Y(t) = CC(t).

Le GET equivalent auquel va correspondre une représentation de la forme (3.2) est tel que :

e La temporisation d’une place située entre deux transitions internes doit étre égale a un ;
e La temporisation d’une place située entre une transition source et une transition interne, ou

entre une transition interne et une transition puits, doit étre nulle.

Exemple 3.2 La figure 3.4 représente un GET dont le comportement entrée-sortie est équivalent a celui

de la figure 3.3. En introduisant un nouvel état c’1, on aboutit a la représentation d’état suivante sur le

dioide Z ,p :

e 2 1 ¢ ¢ e
€ s) C(t) ® <e € g) Ct—1) 66 <E> U(t),
£ ¢ £ e ¢ €
e e)C(t).

Avec C=(c; c¢; c)t,U=uetY=y.

On obtient, apres utilisation du théoremel.3 pour supprimer la partie implicite de 1’équation

d’état, la forme récurrente markovienne suivante :
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1 2 ¢ e
C(t) = (e £ e) Ct—-1) & <e> U(t),
£ e ¢ €
Y(t)= (¢ € e)C(t).

Remarque 3.2 (Equations aux dateurs). Au lieu de considérer les nombres cumulés de tirs d’une
transition d’un GET a chaque instant, on s’intéresse aux différentes dates de tirs de cette transition. A
chaque transition ci, on associe 'application di: Z = Z 4., kK = i (k) ot di(k) désigne la date du k-

ieme tir de la transition d;. Cette application est non décroissante et est appelée dateur.

Par un raisonnement analogue a celui effectué pour les compteurs, on montre que la description

du comportement d’un GET peut se représenter via des équations (max, +) linéaires.

Bd

Figure3.4: GET équivalent a celui de la figure 3.3 en vue d’une représentation markovienne.

Le graphe de la figure 3.4 peut étre modélisé par les équations (max, +) linéaires suivantes :

d1(k) =1Q d1(k - 1) D dz(k - 2) D u(k),
dz(k) =2Q d1(k),
y(k) = dy(k).
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3.2 Modélisation des GETG

3.2.1 Equations récurrentes des GETG
Comme dans le cas des GET ordinaires, on se propose d’étudier les GETG a travers leurs

représentations d’état de type compteur.

Assertion 1 L’évolution du compteur associé a la transition xq du GETG élémentaire de la figure 2.9

est donnée par I’équation suivante :

xq(8) = |[Mgt(my + Mygxy (¢ —1,))|  (3.3)
La présence de la partie entiere inferieure dans 1’équation (3.3) assure la valeur discréte du
compteur indépendamment de la valeur Mqe. En géneral, une transition Xq peut avoir plusieurs

transitions en amont {xo € **q}, ce qui implique que 1’équation compteur associée fasse intervenir le

min entre les compteurs associés aux transition en amont.

Exemple 3.3 La variable compteur associée a la transition xXq du GETG représente par la figure 3.5

satisfait I’équation suivante :

() = [2 + 3qu;(1: —6)

Figure3.5: Exemple de GETG élémentaire.

Exemple 3.4 L’évolution des compteurs associés aux transitions du GETG représenté par la figure 3.6,

est décrite par les équations récurrentes suivantes :

(x,(t) = min(3 + x5t — 1), u®)),
2, (t) = min(lle(;_ S)J' l3 + 4x;(t — S)J)'

[ x5(t) =14 3x,(t—1),
W) = x,(0).
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— . N . P
u | :":./_ l"_:l ‘., -"\. Ay r:'\._..-f: !
Figure3.6: Exemple de GTEG.

3.2.2 Modélisation a base d’opérateurs des GETG

Le modele mathématique représentant 1’évolution de la dynamique des GETG n’admet pas une
représentation linéaire dans l’algebre (min, +). Cette non linéarité est due aux parties entieres
engendrées par la présence des poids sur les arcs. De ce fait, il s’avere difficile d’utiliser 1’algébre (min,
+) pour aborder, par exemple, le probléme de commande d’évaluation de performances des GETG.
Pour pallier a ce probléme de non linéarité, nous utilisons un autre type de modélisation qui se base sur

un dioide d’opérateurs développé par Guy Cohen dans [Cohen 1998a].
Trois types d’opérateur définis de Z* vers Z* sont utilisés pour modéliser les GETG.

1. Opérateur de stock v¥ : Il représente un décalage événementiel de v événement (v € Z) et modélise

c'q'l > | ;I Cg

Figure3.7: Opérateur « yv ».

un systéme gain élémentaire.

Il est défini comme suit :
VtETZ, Vcqg EZ?, cq(t) =7V cq(t) = cq(t) + v
L’opérateur y" satisfait les régles suivantes :

o (VD y")cq(t) = ymn ) cq(t).
o (v ® 7y )cq(t) = v colt).
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En effet, on a
CAR<> YV’)Cq(t) =min (Cq(t) + v, cq(t) +v*) = cq + min (v, v?) = y™0 Y co(t).

(1Y ® vV )cat) =7V (Cot) +v?) = cq(t) + v+ v =77 cq(t).

2. Opérateur de retard 5°: Il représente un retard temporel de 7 unité de temps (7 € Z), et modélise un

L'L]'| ﬁ‘ 'H|t'l.]

Figure3.8: Opérateur «6t».

systeme retard élémentaire.

Il est défini comme suite :
VtEZ, V Cq EZ?, Cqt) = 87 Cq(t) = Cq(t — 7)
L’opérateur 67 satisfait les régles suivantes :

o (37D ") cyt) = 8™ cq(t).
o (3@ d7)cq(t) =87 cot).

Du fait que le signal cq(t) soit non décroissant, on a:
(87 @ &%) cq(t) = min (cq(t — 7), Co(t — T7)) = cq(t — max (r, 7)) = §™* &) ¢4 (t).
(81: ® 81:’) Cq(t) =9" Cq(t - T,) = Cq(t -T’- T) = 6T+T’ Cq(t).

3. Opérateur multiplieur pm: Il représente un facteur de mise a 1’échelle m.

. i b

Figure3.9: Opérateur um, avec m = a/b.

Il est défini comme suit :
VtEZ, Vcq €ZZ cyt) = im Co(t) = [m X ¢y, (B)],

Avec m € Q" (« m » est égal au quotient de deux nombres naturels strictement positifs).
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Remarque 3.3 contrairement aux opérateurs y¥ et &%, lopérateur [m n’admet pas de régles de

simplification pour ’opération @ :

Vm,m € Q" Vcq€E Z% (Um ®m)Cq(t) peut étre différent de (mxm')Cq(t).
L’opérateur [ satisfait les régles suivante lorsqu’il composé avec les opérateurs vV et 3°:

e (Um ® YV)c(®) = (v¥ xm & Hm)c(t), pour v € N.
*  (Hm @ 8c(t) = (3" pm)c(t)

En effet,on a :
VvEMIXN, (um® yV)e(t) =[m X v + m X c(t)] =mxv+|m x c(t)] =

(v"™ @ Hm)c(t), puisque v X m € N.

(Hm @ 89)c(t) = [m X c(t- )] = (5 Um)c(t)

Si les opérateurs, yY et 87, habituellement utilisé dans le cas des GET ordinaires, sont

linéaires, 1’opérateur pm est, par contre, seulement additif, en effet, ona :

VteZ, Vci, o €74

Hm(c1(t) @ c2(1)) = Im x (min(c, (1), ()] = min (Im X ¢, (O], Im x ¢, (D)) =
Mmcy (t) D Hme, (1)
La non linéarité de I’opérateur umest due a sa non homogeénéite, en effet : v A € N,
AQ (Mmci (1) =L+ |m X ¢ ()]
Est différent de

n( ® cy(1) = [m X (A + ¢ ()]
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On note Dmin[[6] le dioide d’opérateur ou la loi additive € correspond a I’opération
min, et la loi multiplicative @ est équivalente a la loi composition usuelle. Ce diode a pou

élément neutres & = Pioy" 6™ et e = w1 y°8°. Pour des détails [Hamaci et al, 2004].

Un élément de Dmin[[6] permet de coder un signal ¢(t) sous forme d’une série formelle en
8, et il permet également de modéliser la relation entrée-sortie liant deux transitions d’un

GETG.

Exemple 3.5 Dans le dioide Dmin[[8], le compteur xq(t), associé a la transition xq du GETG

¢lémentaire de la figure 2.9, satisfait I’équation suivante :
Xq(0) = gy ™8y X1 (8)
Pour X4 correspondant a une impulsion, notée E(8), et égal a e = p1y°38°, on obtient la
relation liant la transition Xq et X ¢ sous forme d’une composition d’opérateurs donnée

par :pmyVs" .

Assertion 2 L’¢évolution de la dynamique d’un GETG est donnée par la représentation d’état
suivante :

{X(5) = AX(8) @ BU(9),

Y(8) = CX(5) ® DU(5). (3.4)

Ou X(8) est le vecteur d’état composé des compteurs associés aux transitions internes
du graphe, codé dans le dioide Dmin[[6]. U (8) et Y(8) sont les vecteurs d’entrées et de sorties
codés dans Dmin[[8].

Les matrices A, B, C et D sont composées des monémes de formelles en §, chaque

mondme modélise une relation liant deux transitions du graphe dans Dmin[6].

Exemple 3.6 Dans le dioide Dmin[[6].1e GETG de la figure 3.6 admet la représentation d’état

suivante :
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3.3 Modélisation de la chaine de Fabrication de vis :

351
( x1(6) ;5 ) )/323 x1(6)
x,(8) | = ll% H2 € [,L%)/ Ha x,(8)
) x3(6) £ yiotus € x3(5)
x1(5)
Y(6)=( e ¢) x,(8) |
\ x3(6)

5) Us),

&

Les systemes considérés, sont ceux modélisables par les GETG. Un systéme réel sera modélisé

dans ce chapitre, il s’agit bien d’une chaine de Fabrication de vis, appartenant a ORSIM.

3.3.1 Description du processus de fabrication

Le flux de production sont illustré sur la figure suivante

-
| Matiére premiére
e A

! 2

Phosphatage

L &ti
et décapage STV Ege

>

FPosteOl Poste02

Traitement Traitement

de la thermique
T —
Posteld PosteOS
Emballage
( . ) )y Produits finis )

- — -

PosteO7

Figure3.10: Flux de la chaine de production.
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These :

Ce modele est divisé en deux étapes :

1%"étape (Poste 1, 2,3) :

Dans ces postes la matiére utilise sont des rouleaux.
2¢Me étape (Poste 4, 5,6) :

Dans ces postes la matiere utilise sont des piéces.

Le Probléme :

Lorsque nous transférons ce modéle de flux de la chaine de production (figure 3.10) au GETG
de réseaux pétri nous avons rencontré dans un probléme qui est dans les deux étapes il n’y a pas 1a

méme unité de jetons :
-Les trois premiers postes (unité de jeton est rouleaux)

-Les trois deuxiémes postes (unité de jeton est pieces)

La solution proposee :

Nous avons donc proposé une solution qui est normalisé les unités des jetons et elle transformer les

rouleaux en piéces afin que :
1 rouleau = 3375 piéces
Les postes :

Poste 1 Phosphatage et décapage

La matiere premiére est amenée au lieu de traitement chimique. La matiere premiére est insérée dans
les salles des bains avec des produits chimiques et traitée dans ces bains pour étre prét a entrer dans
les machines. Dans Cette opération 2 rouleaux de la matiére premiere sont traités, et Cette opération

dure 76 minutes.
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Poste 2 L’étirage

Apres l'opération de Phosphatage, les rouleaux sont amenés au lieu d'opération de tirage, Cette
opération consiste en la réduction du diameétre du fil pour ’'usage projeté, Cette opération dure 20

minutes et sa capacité est d’un rouleau.
Poste 3 Deéformation a froid

Apres l'opération de réduction du diamétre du fil le fil est amené dans une machine(WB?7), dans Cette
opération le fil est coupé a la longueur appropriée et formé en une forme de vis Cette machine coupe

un rouleau dans un temps de 225 minutes.
Poste 4

La vis dans ce poste est équipée dans la machine (w60) a travers deux étapes : chanfrein et filetage.

v Chanfrein :
C’est une opération qui utilise un outil spécial pour modele le bas de la vis, elle produit

17 vis dans un temps de 1 minute.

v Filetage :
C’est une opération qui utilise deux rouleaux a haut pression, (un rouleau fixe est I’autre
en mouvement) pour presse le motif de filetage, c’est opération aussi produit 17 vis dans
un temps de 1 minute.

Poste 5 Traitement thermique

Ce traitement se fait sur le produit fini en fin de proces pour lui confiner les caractéristiques mécaniques
demandées. Il s’agit généralement d’une trempe a 1’eau ou a I’huile suivie d“un revenu, Ce traitement

dure 135 minutes pour capacité de 1591 pieces.
Poste 6  Traitement de la surface

Dans cette opération, les produits subissent une protection de surface en utilisant du zinc afin de

prolonger leur durée de vie. Dans Cette opération 350 pieces sont traitées dans un temps de 90 minutes.
Poste 7 Emballage

Dans ce poste, emballent les piéces dans des sacs, Cette opération dure 5 min.
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3.3.2 Définition du logiciel de simulation (PIPE 2) :

Performance. La théorie des Réseaux de Pétri a été largement utilisée pour mettre en ceuvre une
variété d'outils de modélisation et d'évaluation. Cet article passe en revue divers de ces outils et décrit
certaines extensions récentes d'un outil de Réseau de Pétri gratuit et open-source indépendant de la
plate-forme appelé PIPE. Les extensions comprennent : une augmentation de la puissance de
modélisation gréace a l'introduction d'arcs inhibiteurs, un nouveau module d'analyse pour générer des
siphons et des pieges, quelques nouvelles fonctionnalités d'interface et diverses présentations
améliorations. Nous illustrerons la modélisation et I'analyse du systéme avec des arcs inhibiteurs dans

une étude de cas d'un jeton réseau en anneaul.
Premiére approche de PIPE2 :

Apres avoir lanceé PIPE2, vous devriez obtenir cette fenétre :

o PIPE: Platform Independent Petri Met Editor v4,3.0: Petri net 1 -
File Edit View Draw Animate Help
IdcSB e/oaENeaR

Analysis Module Manager 4 Petrinet 1
= Available Modules »

2% v (& |[Ho C[HON 0 RXA G % e 60| @

- # Classification

- 4 Comparison

- GSPN Analysis

- @ Invariant Analysis

- # Incidence & Marking

.
- @ Performance Query Editor

-- # Reachability/Coverability Graph
-- 4 Response Time Analysis

- # Simulation

- @ State Space Analysis

-- @ Steady State Analysis

- 4 Tagged Net Converter

-4 Find Module

Select Mode: Click/drag to select objects; drag to move them

Figure3.11: Ecran d’accueil PIPE2.
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Regardons plus en détails les éléments de la barre d’outils :

UdSEB® 2EBEar| o v x|Ho @[HONIRNAD % % pehut V%O e | H | @

Dans cette barre d’outils, les éléments importants sont :

O

. Outils création de place : en cliquant sur la grille avec cet outil, on crée une place ;

Outils création de transition : en cliquant sur la grille avec cet outil, on crée une transition ;

L

. Outils création d’arc : en cliquant sur une transition puis sur une place (ou sur une place puis
une transition) avec cet outil on crée un arc de la transition vers la place (de la place vers la

transition) ;

L]
- ¥ Outils ajout de jeton : en cliquant sur une place avec cet outil, on ajoute un jeton dans cette
place ;

L]
o . . . . . .
. Outils suppression de jetons : en cliquant sur une place contenant des jetons avec cet outils, on

supprime un jeton de cette place ;

Outils sélection : permet de déplacer une transition ou une place sur la grille. En sélectionnant
un objet (transition, place, arc) et en appuyant sur le bouton Suppr du clavier, on supprime I’objet. En
double cliquant sur un objet (ou clique droit), on peut accéder a ses proprietés (nom des places ou

transitions par exemple) ;

. ® Outils simulation : permet de lancer la simulation du réseau de Pétri.
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3.3.3 Modélisation graphique

Dans cette partie, en basant sur cahier des charges décrivant, pour une gamme de fabrication,
le fonctionnement global de la chaine de production, on a établi le modéle réseau de Pétri qui modélise
le fonctionnement de cette chaine.

Déformation a
froid

u1
Arrivée de Matigre

premiére

Phosphatage et
décapage

Traitement
de la
surface

Traitement Chanfrein et Filetage
thermigque
N15
315 Emballage
5
s Arrivée des sacs
N1G uz

Sortie des Produits
finis

Figure3.12: GETG de la chaine de production.
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3.3.4 Modélisation mathématique :
Cette modélisation est donnée par les équations récurrentes suivantes :

. _ 6750
n,(t) = min ( uq(t), lﬁ n,(t) + 6750J)
6750

ny(t) = mm(t —76)
() = mi ( ® [3375 ® + 3375J)
nsg = min{ n, ) 3375 Ny
3375
n,(t) = ﬁns(t —20)
() = min (n,(t) [3375 (®) + 3375J
n5 = Imin (n4 B 3375 n6 )
3375
Tl6(t) = ﬁ Tls(t —225)

n;(t) = min(ng(t), ng(t) + 1)

17
ng(t) = 1—7n7(t -1

ng(t) = min( ng(t), ny(t) + 1)

A

17
nio(t) = ﬁnc)(t - 1)

| 1575
nq,(t) = min ( Ny (t), lﬁnlz (t) + 1575J)
Ny, () = nyq(t — 135)

315
n45(£) = min ( 1y, (6), IE n1a(6) + 315J)

315
ny,(t) = Enm(t —90)
ny1s5(t) = ny,(t)

_ 315
Nnye(t) = min ( u,(t) + 1, lmnls(t — S)J)

\y(t) = nye(t)
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3.3.5 Modélisation dans 1’algeébre des dioides d’opérateur Dmin[8].

(N1(8) = U1(8) ® ug;ig 6750 N2(§)
_ 6750 76

N2(8) = pe>87°N1(6)

N3(8) = N2(8) ® u;;;i 3375N4(5)

N4(8) = p2.262°N3(8)

N5(8) = N4(8) @ poy*75N6(5)
_ 3375 o225

N6(8) = p2> §225N5(5)

N7(8) = N6(6) @ yiN8(6)

N8(8) = p8'N7(5)

1N9(8) = N8(8) & y'N10(5)

N10(8) = p8'N9(8)

N11(8) = N10(8) ® u%yﬁ“mzw)

N12(8) = 6'3°N11(8)

N13(8) = N12(8) @ pory*°N14(6)

N14(6) = 26" °N13(6)

N15(8) = N14(5)

N16(8) = y'U2(8) @ pi65N15(5)

\Y(8) = N16(5)

3.4 Relation entrée-sortie dans le dioide Dmin[[8]

Comme il a été vu précédemment, I'évolution dynamique d'un graphe d'événements temporisé avec

multiplieurs peut étre représentée par les équations d'état dans le dioide Dmin[6].

Aussi, en appliquant le théoreme 1.5, on peut déduire que la sortie Y s'exprime comme :

Y=HU Ol H=D@CA'BavecA*=e@PADA*D .. (2.10)

Les éléments de la matrice H appartiennent au dioide Dmin /6 J, chaque élément étant une

composition d'opérateurs utilisés pour la modélisation des GETM.
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3.4.1 Relation entrée-sortie de la chaine de Fabrication de vis
Pour déterminer la relation entrée-sortie de la chaine de Fabrication, on a établi un modele

réseau de pétri simplifié, composé de trois transition internes.

Phosphatage et décapage, L'étirage, Déformation a
freid, Chanfrein et Filetage.

N

Sortie des Produits U1=Uopt

Finiz

| | H2 153 H1 | Arrivie de Matire

| K premidre

®_‘—I Arrivée des socs

|
- U2
|

A v

Emballage
Figure3.13: -GETM simplifié de la chaine de Fabrication de vis.

L'évolution dynamique du modeéle de la ligne de production est donnée par les équations récurrentes

suivantes, codées dans le dioides Dmin[8]:

(N1= U1 @ y*5 N2

{NZ = §13N1
N3 = ylU2@ S 265N2
Y = N3

En remplacant N2 par son expression dans I'équation de N1, on obtient :
N1 = 6153()/315 5153)* Ul
On remplace I'expression de N2 dans I'équation de N3, on obtient :

N3=y1U2@ H§5158(y315 5153y U1

315

En remplacant N3 par son expression dans I'équation de Y, on obtient :

Y =ylU2& H§5158(y315 5153y U1

315

Ce modéle mathématique sera utilisé par la suite pour calculer la commande en juste-a-temps
qu'on va appliquer a la ligne de conditionnement. Cette commande a pour objectif de synthétiser une
trajectoire d'entrée (commande) telle que la réponse en sortie suive "au mieux" une trajectoire de

consigne correspondant au comportement désiré en sortie du systeme.
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3.5 Conclusion

Ce modéle mathématique a une représentation linéaire dans 1’algébre (min, +),pour palier a
ce probleme de non linéarité et pour pouvoir appliquer certains résultats développés dans le cadre de
I’analyse de performances des systémes linéaire dans 1’algebre des dioides et qui ne sera pas traité
dans ce mémoire, une approche de modélisation de ces graphes a été utilisée. Cette approche est
permet de décrire la dynamique de modele et les relations reliant les différentes transitions du graphe.
Le modele d’équations récurrentes sera utilisé par la suite pour évaluer les performances des GETG

et sera simulé dans un environnement de logiciel réseau de Pétri PIPE2.
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Chapitre 1V:

Commande optimale des systemes de

production

Classiquement, commander un systéme revient a piloter ses entrées dans le but d'obtenir des
per- formances spécifiées par un cahier des charges. Dans le domaine des systemes a événements
discrets, deux notions de commande ont été développées via I'approche algébrique des dioides : la

commande par poursuite de modele et la commande par poursuite de trajectoire.

La commande par poursuite de modele a pour objectif le calcul d'un correcteur, noté F, tel que
le comportement entrée-sortie du systéeme corrige, noté GF, compose d'un systéeme nominal, noté H, et
du correcteur F, soit aussi proche que possible de celui du modele de référence, noté Gref. Plusieurs
études ont été menées. Une étude consiste a placer le correcteur en amont du systeme nominal,
autrement dit, a pré compenser le systéeme [Libeaut and Loiseau, 1996] [Cottenceau, 1999, 83.2]. Une
autre etude consiste a placer le correcteur au niveau de la boucle de retour [Cottenceau et al, 2000,
Cottenceau et al, 2001, Luders and Santos-Mendes, 2002]. La figure 3.1 présente les schémas blocs du
systéme nominal, du systéeme en boucle fermée avec un correcteur situé au niveau de la boucle de retour

et du modele de référence.

—>» Gref |—>

Figured.1: Commande par poursuite de modéle.

Une structure de commande généralisant ces approches a été proposée dans [Maia et al,
2003]. Elle est basée sur l'utilisation simultanée d'un pré compensateur et d'un bloc situé dans la

boucle de retour de sortie.
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La deuxieme technique est un probléme de commande par poursuite de trajectoire connue a
priori. Autrement dit, il s'agit d'établir une trajectoire d'entrée (commande) du systeme telle que la
réponse en sortie "suive au mieux" une trajectoire de consigne correspondant au comportement désiré
en sortie du systéme, ce qui correspond a une inversion du modele. Dans ce domaine, I'approche
proposée dans [Cohen et al, 1989] permet d'établir une trajectoire d'entrée, notée u, telle que la

réponse, notée y, soit inférieure ou égale a une trajectoire de consigne, notée z.

Une telle commande est optimale vis-a-vis du critére de juste-a-temps’. Elle est notée Ugpt, et

se définit par :

Uopt= D U.
Yw <z
Dans la suite, on s'intéresse uniquement au probléme de commande par poursuite de
trajectoire pour les systemes de production. Nous montrons que la synthése de cette commande,
établie pour des systemes (min, +) linéaires, se généralise pour des systémes non linéaires
n‘admettant pas une représentation linéaire dans le dioide (min, +), cette non linéarité étant due a la

présence de poids sur les arcs des graphes considéreés.

4.1 Commande en juste-a-temps des graphes d'événements

temporisés avec multiplieurs

La commande en juste-a-temps, correspond au calcul de la plus petite commande U, notée Ugpt,

telle que la sortie Y soit inférieure ou égale au comportement désiré Z, ce qui correspond a :

Uopt () =inf{uvte Z Y (t) <Z (t)}

La synthése de cette commande est un probleme de pseudo-inverse que la théorie de la
résiduation [Blyth and Janowitz, 1972] permet de résoudre directement. En effet, la commande
optimale, au sens du juste-a-temps, est solution d'un systeme d'équations, qui correspond au modele

d'état inversé, appelées équations d'état backward. <
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4.1.1 Equations backward dans le dioide Dmin[8]
Considérons un systeme décrit dans le dioide Dmin[8] par (2.8) ou (2.10). Soit Z une

trajectoire désirée en sortie. La commande Uopt telle que

Y = HUpp £ (CA"B @ D)Uype < Z,

Est donnée par la relation suivante :
Uopr = H*(Z) = (CA'B ® D)NZ.

Pour calculer cette commande, on utilise la proposition suivante qui donne le systeme d'équations

backward correspondant a la représentation de H*définie par (3.2).

Proposition 3.1. [Baccelli et al., 1992]La commande U,,est la solution des équations suivantes

{f = ApS A CPZ (D
Uppe = BPEADPZ (i)

Ou les matrices A, B, C, D correspondent aux matrices d'états du GETM données par la
représentation (2.8). & est appelé le co-état, il regroupe les compteurs associés aux transitions du

modele backward. Il correspond au franchissement des transitions du GETM tel que la sortieY > Z.

Aux équations backward (3.3), on associe la condition "initiale” suivante :
3ty telle que z(t) = z(ty) et £(t) = &(¢f), Vet > ;.

Cette condition "initiale" signifie qu'on ne désire contrdler la production que jusqu'a I’instant t;, Ceci
peut se justifier, par exemple, si on ne dispose pas de I'information sur la production désirée, au-dela

de P'instant t;. Cette information manquante est alors fixée a la valeur z(t;).

La proposition suivante donne les résiduées des opérateurs discrets y, &, u, on donne également les

expressions des résiduées des opérateurs I et P utilisées pour les démonstrations.
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Proposition 3.2. Les résiduées des opérateurs y, &, u sont données par :
1 y"Z > 25 (n(O}ez = (n(t) = Viter, v € Z,
2 8MTE > I8 (()}ez » (n(t + D}ier, T EZ,
Les résiduées des opérateurs | (injection canonique) et P (projection canonique) sont données
par :

3 I"R" > 7% (n(O)}ez » (IO }eez,

4 P*: 7% > RZ, {n(O)}rez ~ {n(t)}rez, SOit P* = 1.

5 w7 > 7%, n(t)} ey » {[% X n(t)]}tez, m € Q' ([a] correspond a la partie entiére
supérieure de).

Preuve 1.

e Point 1 : Pour vérifier que )/Vﬁ est bien la résiduée de ’opérateur yV, on utilise le théoréme 1.4, en
effet :

Vn € (ZU {+o)Ty"y"" (n(0) =y’ (n(t) —=v) = v +n(t) —v = n(D),
et y”ﬁyv(n(t) =n(t) —v+v =n(t).

e Point 2 : Comme pour le point 1, en utilisant le théoréme 1.4, ona:
vn € (Z U {+o})Z, STSTﬁ(n(t)) =6"(n(t+1)) =n(t+7—1) =n(t)

et 5787 (n(t) = n(t + 7 — 1) = n(t).

e Point3:

vn € (Z U {+oo})% 1I*(n(t)) = I([n(D)]) = n(t)
Et Vn € (Z U {+o})Z I!I(n(t)) = [n(t)] = n(t).
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e Point4:

vn € (Z U {+o})Z PP*(n(t)) = PI(n(t)) = |n(t)] = n(t)
Et Vn € (Z U {+}Z, P*P(n(t)) = IP(n(t)) = |n(t)| = n(t).

e Point5: Onpose u,,, = Pu,1, le théoréme 1.5 permet d'écrire :
uh = (Pul, D = I*u, *P*, sachant que pj, est défini comme suit :

i (RU {(+00})? - (RU {+0})%,
n®}ez ~ M Xn(t)}tez.

La résiduée de l'opérateur u,, est donnée par :

pm 1 (R U {+00)? > (R U {+o0})?,

(O%rez > |- xn()}

teZ

Onavn € (R U (+oo})" i (1 (n(8)) = (;n(0)) = n(®) < n(®)

et vn € (RU {+oo})?, wapm (n(t)) = n(t) = n(2).

La résiduée d'opérateur I et P se prouve par l'utilisation du théoreme 1.4.

Donc, on peut déduire l'application résiduée de |’opérateur u,,, 0on a .

wh, = (Pu, D = I*ul, *P¥, c'est-a-dire Yn € (Z U {+0})Z,

1
(@) = [t ()] = |- x n(0)]
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4.1.2 Commande en juste a temps de la ligne de conditionnement
Considérons le GETM simplifié modélisant la ligne de conditionnement de 'ORSIM, donné par la
figure suivante.

Phosphatage et décapage, L'étirage, Déformation &
froid, Chanfrein et Filetage.

."/- . ™

Sortie des Produits U1i=Uapt
finis | ! s
¥ ! 5 | | M2 153 w | Arrivie de Motiire
E R
i i\ J -
[ I Y 3 — — — ——
! @"—‘—I Arrivée des socs
| I
: - U2
! |
'\ _,f
Emballage

Figure4.2: -GETM simplifié de la chaine de Fabrication de vis.

Dans le dioide D,;, Il 6] ], ce graphe admet la représentation d'état suivante :

( N. € 14 € N e ¢
/1\ ./153 \/ 1\ / \ Uopt
| N, | =6 e e|lN|@le e
\N/ \s 315 55 s/\N/ \8 V1/ -
{ 3 3t 3
("
Y =( ¢ e|N|
L N,
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Utilisant le modele backward (3.3), I'expression de la commande optimale w,, est donnée par la

solution des équations backward suivantes :

(/& 51538, \
\fz} = I\y315¢fl pes 5¢>¢’3/i,
opt

()L

A

Soit dans l'algebre classique :

‘

\

&(t) & (t+153)
&) | = | max(&(®) - 315,85 +5)) |,
&3 (D) z(t)

Uopt(u) ( £.(0 )
no ) \ao-1/)

Pour les conditions initiales suivantes, on considére que :

vt < 153,2(t) = z(153) = 0, et Vt > t; = 445,2(t) = z(t;) = 315 et £(¢) = ()

|
(

fz(tf)

( \
&2(tp) | = | max(&(t) - 315,2(1))) |,
\ )

$3 (tf)/

#(tr)

opt(tf)> ( §1(tr) )
U, (tf) &(tr) —1




Chapitre 1V: Commande optimale des systémes de production

Dans la suite, on s'intéresse qu'au calcul de la commandeU,,,. Pour cela, on fixe la valeur finale

de&,(tr). Ona:

(&,(t) = max (El(tf) — 315,z(tf))
Dans le dioide D, [6]:

&) =y, AZ

1&00) =)z

&EB)=(e®d 315 -630H ...)Z
$20) =2

Ce qui est équivalent dans l'algébre classique :

&(tr) = z(tr)

Pour une trajectoire désirée z, la commande w,,, et la sortie y du modéle sont données par le

tableau suivant :

t 150 | 151 | 152 | 153 | 154 | 155 | 156 | 157 | 158 | 159 | 160 | 161 | 162 | 163 | 164
z 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
u 0 0 0 0 | 35|35 |3 |35 |35 |35 |3 |3 |3 |3 |35
y 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
t 165 | 166 | 167 | 168 | 169 | 170 | 171 | 172 | 173 | 174 | 175 | 176 | 177 | 178 | 179
z 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
u 3 |35 |35 |3 |3 |35 |35 |3 |3 |3 |3 |35 |3 |3 |35
y 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
t 180 | 181 | 182 | 183 | 184 | 185 | 186 | 187 | 188 | 189 | 190 | 191 | 192 | 193 | 194
z 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
u 35 |3 |35 |35 |35 |3 |3 3|35 |3 |3 |3 |3 |3 |35
y 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
t 195 | 196 | 197 | 198 | 199 | 200 | 201 | 202 | 203 | 204 | 205 | 206 | 207 | 208 | 209
z 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
u 0|7 |70 |7 70|70 |7 | 70|70 |70 | 70 | 70 [ 70 | 70 | 70
y 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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On remarque que la sortie y est effectivement inférieure ou égale a la trajectoire désirée z (cf.
figure3.3).

Les trajectoires associees aux franchissements des transitions x,, x2 et x3 et la sortie désirée

Z sont representées dans la figure 3.3.
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Figure4.3: Sortie désirée Z (trait épais) et sortie Y (pointillé), Y < Z.
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TRAJECTOIRE DE X3 ET KSI3
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Figure4.4: Trajectoires de Ksi3 (trait épais) et X3 (pointillé), X3 < Ksi3.
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Conclusion générale

Conclusion
generale

Nous présentons dans ce mémoire des travaux et des résultats relatifs a la synthése de I’observateur
d’ordre réduit modélisée par les graphes d’événements temporisés et représentée par un modele Min [y, 6 ]
ou Maxl[y, &1.

Ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre en a donné quelques rappelle fondamentaux concernant les propriétés
mathématiques des dioides, la présentation des outils algébriques nécessaires a la modélisation et a la
commande des graphes d’événements temporisés généralisé.

Le deuxiéme chapitre traite la modélisation de systémes a évenement discrets par une sous-classe des
réseaux de pétri appelée les graphes d’événements temporisés dans différent dioides.

Le troisiéme chapitre a trait a la modélisation des graphes généralisés dans un dioide d’opérateurs
Nous présentons le dioide d’opérateurs discrets Dmin[[5].

Ensuite, on a présenté le modele proposé par I’étudiant qui modeélisant le comportement dynamique
de notre systéme de production dans 1’algébre de dioide.

Enfin le quatrieme chapitre le modéle mathématique établi, a été utilisé par la suite pour calculer un
type de commande : cette commande est optimale vis-a-vis du critére du juste-a-temps. Cette commande a
pour objectif de synthétiser une trajectoire d’entrée (commande) telle que la réponse en sortie suive « au
mieux » une trajectoire de consigne correspondant désiré en sortie du systeme.
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