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Avant-propos

Ce document constitue un support pédagogique destiné aux étudiants de

lere Année licence LMD. Il représente le module de mathématiques assuré
aux trois départements : GI/HSI / ELM au sein de l'institut de maintenance
et de sécurité industrielle " IMST ".
L’objectif de ce cours est de permettre a ’étudiant de faire une transi-
tion entre les connaissances en mathématiques acquises au secondaire et les
bases des unités fondamentales telles I’Analyse (calcul d’intégrales, équation
différentielle,....) et I’Algebre (calcul matriciel, Méthodes de résolution des
systémes,....), qui constitueront 'un des piliers dans leur formation de la
Licence.

Les chapitres de ce polycopié sont congus de la facon suivante :

— Les cours des chapitres réunissent des notions a assimiler selon un
programme établi. Ils sont également illustrés par des exemples. L’ap-
prenant doit acquérir les définitions et les énoncés des résultats prin-

cipaux.

— Une panoplie d’exercices corrigés et une variété de taches a accom-
plir. L’apprenant doit s’exercer a résoudre par soi-méme la situation-

probleme sans le recours & une solution proposé.



Introduction

Ce cours est un outil d’apprentissage, d’entrainement, et de révision des
principales notions de mathématiques 2 du programme de premiére Année
licence, du domaine des " Sciences et de la technologie".

Il est composé de 5 chapitres, chacun étant poursuivi d’une série d’exercices.
Ci-dessous sont décrits brievement les contenus des chapitres.

Le chapitre 1 est constitué des propriétés élémentaires des matrices et des
déterminants ainsi que le calcul matriciel.

Le chapitre 2 est essentiellement technique. Il est consacré a 1’étude des
méthodes de résolution des systéemes d’équations linéaires, qui peuvent étre
développées de fagon bréve en utilisant ’algebre matricielle.

Nous présentons dans le chapitre 3 les principales méthodes utilisées pour
calculer des intégrales définies ou indéfinies en faisant intervenir la notion
de dérivée.

Le chapitre 4 est réservé a la résolution des équations différentielles d’ordre
1 et 2, pour lesquelles nécessiteraient des méthodes permettant de trouver
des solutions. Cette résolution est nécessaire pour traiter certains problemes
du domaine physique et chimique pour ce domaine "ST".

Nous abordons au chapitre 5, les fonctions de plusieurs variables dans le
cadre particulier de R? et R3. La notion de limite, de continuité et d’inté-

grale des fonctions d’une seule variable se généralise ici.
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Chapitre

Matrices et déterminants

1.1 Matrices

Définition 1.1. Soit R un corps, on appelle matrice d’élément de R,
un tableau réctangulaire (ou carré), dont les éléments (coefficients ou

entrées) sont dans R. On écrit :

ail a2 . . . . Qlp

as ago .. .. Qon
M =

ml Am2 - . . . Qmn

o, M est une matrice de m lignes et n colonnes.

Remarque 1.2.

o Mpn(R) désigne l'ensemble de toutes les matrices de m lignes et n co-

lonnes.

o Sin=m, la matrice M est dite carrée avec M € My,(R).

»Exemple 1.3.

1 0 -2 2 -1
A= ( ) € My3(R) etB:( ) € My(R) .
2 1 =3 3 4
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Matrices particulieres

Soit A = (a;j) une matrice de m lignes et n colonnes

o sin=met a; =0 pouri# j, on dit que A est une matrice diagonal.

6 0 O
»Exemple 1.4. A=10 -1 0
0 0 3

o sin=meta; =0 pour i # jeta; =1, on dit que A est la matrice

unité d’ordre n, notée I,,.

1 0 00
1 00
0100
»Exemple 1.5. Is=(0 1 0/, I, =
- 0010
0 01
0 0 01
o sin=m et a;; =0 pour ¢ < j, on dit que A est une matrice triangulaire
inférieure.
1 0 0
»Exemple 1.6. A= 12 -1 0
3 =5 3
o sin =m et a;; =0 pour ¢ > j, on dit que A est une matrice triangulaire
supérieure.
6 3 —4
»Exemple 1.7. A=10 -1 2
0 0 -3

1.1.1 Opérations sur les matrices
Addition

Si A= ((Iij) S Mm’n(R) et B= (bU) € Mmjn(R), alors :
C =A+ B avec

Cij = i + bij |

»Exemple 1.8.

6 3 -4 13 0 5 6 —4
C=A+B= + = .
0 -1 2 2 7 -1 —2 6 1
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Produit matriciel

Soient A = (a;;) € Mmn(R) et B = (bjj) € My p(R), c’est a dire le

nombre de colonnes de A est le méme que le nombre de lignes de B alors :

C =A- B avec

Cij = Yp_1a) - by;j

»Exemple 1.9.
Cap (1 0).(5 6) _ (1><5+0><7 1><6+0><8) _ (5
3 4 78 3X54+4x7 I x6+4x8 43
Remarque 1.10.
— le produit matriciel n’est pas commutatif : A.B # B.A

— Soit A € R. La matrice C = \A est définie par c;j = \a;j

— Soit Ae M,(R), ona:AlL, =1, A=A

Transposée

6
50

AT est appelée matrice transposée obtenue en éhangeant les lignes et les

colonnes.

»Exemple 1.11.

1 0 2 ! 2

A:( _):>AT: 0 1
2 1 -3

-2 =3

Matrice inverse

Soit A une matrice carrée d’ordre m. On dit que A est inversible, s’il

existe une matrice B d’ordre n telle que

AB=BA=1I,

Ou [, désigne la matrice unité d’ordre n. Dans ce cas, la matrice B est

unique, appelée la matrice inverse de A et notée B = A~!.

10 Dr. F. Segueni
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Proposition 1.12. Soient A et B deux matrices carrées et inversibles dans

M, (R). Alors le produit AB est inversible et son inverse est

(AB)"' =B tA™!

Rang d’une matrice

Soit A une matrice, on appelle rang A et on note rg(A), le rang de la

famille de vecteurs colonnes de A.

1.2 Matrices et applications linéaires

1.2.1 Matrices et applications linéaires

Définition 1.13. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur R de dimen-
sion finies de bases respectives B1 = (€1, €z, ...,€p), By = (u1,ug, ..., up)
et soit f : E — F une application linéaire. Alors la matrice de f par

rapport aux bases By et By qu’on note Mp, B,(f) est obtenue comme

sutt :
a1l a2 . . . . Qip
as1 G2 . . . . Qa2
MBl,Bz (f) =
an1 Aap2 . . . . QGpp
Ou f(e1) = ariur + .. + anin; ....; fep) = arpur + .. + anplin.

Remarque 1.14. Une application linéaire peut avoir plusieurs représenta-

tions matricielles.
»Exemple 1.15. Soit f une application linéaire
f:R® — R?
(:c,y,z) — f(x,y,z):(a:+y—z,x—y).
La matrice de [ par rapport auzx bases canoniques Crs = {e1, ez, e3} et
Cre = {€},e,} sécrit
1 1 -1
1 -1 0
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Définition 1.16. Soit A = (a;j) € M, p(R), alors il éxiste une unique
application linéaire f € L(RP,R™) telle que A soit sa matrice entre Cgrp

et C]Rn 0

Elle est dite application canoniquement associée a A.

1 0 -2

»Exemple 1.17. A =
2 2 -3

) est une matrice, alors f € L(R3,R?)
avec

flx,y,2) = (x — 22,22 4+ 2y — 32) est lapplication linéaire associée a A.

1.3 Changement de bases

Définition 1.18. Si B = (e, €2, ...,e,) et B' = (€}, €, ..., €l) sont deuz

< Cn

bases de FE, alors la matrice de passage entre B et B’ est définie par :

P11 P12 - - .- . Din
p— P21 a2 . . . . DP2pn
Pnl Pn2 - - . . DPnn

»Exemple 1.19. Soit B = {e1,es} la base canonique dans R? et B =

{e},eh} une autre base dans R? avec

€] = 3e1 + €9
eh = bey + 2es.

3 5
Alors la matrice de passage de B et B’ est P = ( ) .
1 2

Proposition 1.20. Si P est une matrice de passage de B a B’, alors P est

inversible et son inverse P~' est la matrice de passage de B' d B.

12 Dr. F. Segueni



ey En

Théoréme 1.21. Soit f € L(E,F), {(e1,€2,....,en) et (€],€h,...,¢e.)}

e
deuz bases de E et {(u1,ug, ...,up) et (u},us,...,u)} deuz bases de F.

On note P ( resp Q) les matrices de passage entre By et B (resp B
et By). On suppose que A= Mp, p,(f) et A'= Mp; p:(f), alors

A =Q AP

Corollaire 1.22. Si E=F, alors la formule précédente devient
A =pPlAP|

1.4 Déterminants

Définition 1.23. Le déterminant d’une matrice carrée A est le réel

noté det(A) qui lui est associé. On note :

a1 a2 . . . . Qin

Q a .. . .a
1A| ou det(A) =| >+ " an
anl  Ap2 Gnn

Proposition 1.24. Soit la matrice A = (a;j) € Myp(R) , alors

det(A) = E?ﬂaij (—1)i+jd€t(Aij)

ot A; est la matrice obtenue en enlevant la i-éme ligne et la j-éme colonne.
» Exemple 1.25.

a1l as
— Pour n =2, det(A) = = a11.a29 — Q12.02] .

a21  a22
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— pour n =3,

ail a2 ais
det(A) = |ao1 a9y ao3| = audet(An) — algdet(Alg) + CL13d€t(A13).
azy asz2 ass
Proposition 1.26. Une matrice carrée A est inversible si et seulement si

son déterminant est non nul. On a, alors :

(ComA)T

avec ComA est la comatrice de A obtenue en remplacant chaque élément de

A par son cofacteur (c;j = (—1)"det(A;)).

»Exemple 1.27. Calculer l'inverse de la matrice

=(77)

On a, det A = —2 £ 0 donc A est inversible.

N (S I A REA LA
—2 2\ (-1 x4 (-1)*x(-2) —2\4 —2

1.5 Exercices corrigés

Enoncés

Exercice 1.1. Soient les matrices suivantes

1 3 2 0 —4
A == B =
2 -1 3 -2 6
1. Calculer(si possible) A%2; B%2; AB; BA; A2 —515.

2. Donner la transposée de A et B.

-4 10

Exercice 1.2. Démontrer que la matrice A = (
2 =5

) n’est pas inver-

sible.
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Exercice 1.3. Calculer 'inverse de la matrice
1 2 1
B=1-2 -1 0
1 3 -1

Exercice 1.4. Soit f : R®> — R une application linéaire donnée dans les

1 2 =5
bases canoniques par la matrice A = ( )
-1 0 3

1. Montrer que les vecteurs suivants forment une base dans R3
Vi=(111) V=(011) V=(-1 2 3)
Et écrire la matrice de passage P de la base canonique de R? vers la

nouvelle base.

2. Montrer de méme que les vecteurs suivants forment une base de R?
1 2
Wy = Wy =
1 1
Et écrire la matrice de passage @ dans R2.

3. Calculer la matrice B de f dans les nouvelles bases.

Exercice 1.5. Soit E un R espace vectoriel de dimension 3 muni d’une

base B = {e1, ea,e3}

0O 1 1
Soit f une application linéaire dont la matrice A =| 0 1 0], on pose
-1 1 2
€1 = e —+ ez
€2 = e1 + e
€3 = e + e + e3

Montrer que la famille B = {€1, €2, €3} forme une base de E.
1. Déterminer la matrice de f dans B'.

2. Calculer A™

a Exercice 1.6. On considere la matrice suivante :
m 1 m+1
A=10 1 2 ,meR
m 0 -1

15 Dr. F. Segueni



1. Pour quelles valeurs de m la matrice A est inversible.

2. Dans le cas ot m = 2 calculer A~ L.

Corrections

Correction de ’exercice 1.1. Pour que le produit de deux matrices soit

défini, il faut que le nombre de colonnes de la premiére matrice soit égal au

nombre de lignes de la deuziéme.

1 3 2 0 —4
1. A= ( ) € M22(R), B= ( ) € Ma3(R).
2 1 3 -2 6

A2:A><A:(1X1+3X2 1x3+43(—1) ):(7 o)'
2% 14 (=1)2 2x3+ (~1)(-1) 07

On a utiliser ici, le produit scalaire entre deux vecteurs.

boap_ [1X2F3x3 1x043(-2) U +3x6) _ (11 6 1
T 2k 24 (-3 2x 04 (—1)(=2) 2(-4)+(-1)6) \1 2 -14)

3. Impossible de calcler B* et B - A.

, (7 0) (1 0) (2 0)
4 A2 5] = _5 - .
07 01 0 2

2 3

1 2
5. La transposée : AT = (3 1) , B =10 -2
—4 6

Correction de ’exercice 1.2. La matrice A n’est pas inversible car dé-

terminant est nul.

-4 10
-5

detA = = (—4)(~5) — (10)(2) = 0.

Correction de 1’exercice 1.3.

La matrice B est inversible car det B = —8. Alors
. C11 €21 C31
Bl = _—8.(C’omB)T avec (ComB)T' = | ¢15 99 39

€13 €23 €33
On calcule maintenant les coefficients de cette matrice,
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1 0 2 0
ey = (=M =1, cp= (-2 = —2,
3 -1 1 -1
—2 1
et C13 = (—1)1+3 =-5
1 3
De la méme maniére on calcule les autres coefficients :
€21 =09, cga=—2, co3=—1, 51 =1, c3o=-2, c33=3.

Ce qui donne

1 5 1
Bl=——|-2 -1 2
-5 —1 3

Correction de ’exercice 1.4.

Lo .oy . -
1. v1,v9,v3 sont linéairement indépendants ssi avy + fvo + yvg = 0 =

Ce qui correspend d

1 0 -1 a—v = 0
alt|+8[1l+7] 2 |=0={ at+8+2y = 0
1 1 3 a+p+3y = 0
Ce qui implique que o« = B =~ = 0.
1 0 -1
2. La matrice de passage P=11 1 2
11 3

3. De la méme facon, on montre que wiet wy sont linéairement indépen-

1 1
4. La matrice B= Q 'AP, On calcule d’abord

1 2
dants et la matrice de passage s’écrit (Q = )

41 r_ (-1 2
Q= m.(ComQ) = ( . _1) .

On effectue maintenant le produit
0 -1
-1 2 1 2 -5 6 9 32
B = 1 2 = .
1 -1 -1 0 3 —4 —6 —-22
1 3

17 Dr. F. Segueni
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Correction de 1’exercice 1.5.

11

1. La matrice de passage P = [0 1
1 01

1

1

sa matrice inverce est P~1 =

1 01

2. B=P1AP=10 1 0 par récurrence, on montre que

0 01

B" =

o O =
o = O
— o 3

D’autre part

B=P'AP= PBP ' =pPP'APP ' = A
Ainsi A = PBP~! et comme A" = (PBP~Y)(PBP™!)....(PBP™1)
avec PP~! = PP = I3, on obtient

1-n n n
A" = pB"pPl = 0 1 0

-n n n+1

Correction de ’exercice 1.6.

m 1 m+1
1. La matrice A= |0 1 2
m 0 -1

A est inversible si et seulemnt si det A #£ 0. Puisque

m 1 m+1
detA=| 0 1 2
m 0 -1

|
3

alors, A est inversible si et seulement si m € R*
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21 3

2. Pour m =2, la matrice A s’écrit A= |0 1 2 |, avec

2 0 -1

det A= —m?=—4

1
3. La matrice inverse A~ = (ComA)T avec
det A ( )
c11 C21 €31
(ComA)T = | ci1a c99 c39 |- On calcule maintenant les coefficients

€13 €23 (33
de cette matrice,

1 2 0 2
e = (-1t =-1, cp=(-1)'" =4
0 -1 2 -1
01 3
ci3 = (=13 =-2, cp = (-1 =1
2 0 0 -1
2 3
o2 = (—1)*2 = -8, cg3=(—1)*"3 =2
2 -1 20
1 3 2 3
C31 — (—1)3+1 =-1 C32 — (—1)3+2 =—4
1 2 0 2
2 1
cz3 = (—1)%*? =2.
01
Par conséquent
-1 1 -1
at= My gy
== -8 _
-2 2 2
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Chapitre
Systemes d’équations linéaires

2.1 Généralités

Définition 2.1. On appelle systéme linéaire de n équations et p incon-

nues tout systéme de la forme :

1171 + a1222 + ... + a1pTp = b1 (Ll) ,

2171 + G222 + ... + apTp = bs (LQ) ,
(S)

an1Z1 + @22 + oo + Appxp = by (Lp).

Remarque 2.2. Ce systeme peut s’écrire sous la forme matricielle AX = B

ailr a2 . . .. alp I b1

asy a2 . . . . ap T9 by
A= , T = , b=

apl Aap2 . . . . Gpp Tp bn

o Les coefficients (a;;) et (b;) sont des scalaires fixés.
o B = (b1, b, ....,b,) est appelé second membre.

o X = (x1,22,....,xp) est appelé le vecteur inconnu.

20



o On note L1, Ls....L, les lignes du systeme.

o Sin = p le systéme (s) est dit carré.

Définition 2.3. Le systéme d’équations (S) est dit compatible s’il admet

au moins une solution, sinon il est incompatible.
»Exemple 2.4.
r+2y = 3
0 =1
est un systeme incompatible.

Définition 2.5. (S) est dit homogéne si by =by = .... = b, =0

Définition 2.6. (S) et (S') sont dits équivalents s’ils ont le méme en-

semble de solutions.

2.2 FEtude de 'ensemble des solutions

Résoudre un systeme c’est déterminer I’ensemble de ses solutuions.
Tout systéme homogene est compatible, alors (0,0,0,0...,0) est toujours

solution du systeme.

2.2.1 Opérations élémentaires

Définition 2.7. On appelle opérations élémentaires sur Ly, Lo....Ly, du

systeme (s) l'une des opérations suivantes :

e Echange de deux lignes : L; < L;.
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o Multiplier L; par un réel a : L; < alLj;.

e Ajouter a4 L; une combinaison linéaire des autres lignes :

2.3 Meéthodes de résolution d’un systéeme

2.3.1 Résolution par la méthode de Cramer

Définition 2.8. Un systéme est dit de Cramer s’il admet une solution
unique. C’est équivalent a dire que det(A) # 0. Dans ce cas, l'unique

solution est le n-uplet (x1, 22, .....,Ty) défini par

I — (detAl)
' detA

A; est la matrice obtenu en remplacant la i-éme colonne par B.

»Exemple 2.9. Résoudre le systeme linéaire suivant :

On note A =

(S) :

1 + 3xs 4+ 4x3 = 50
3r1 + Sz — dx3 = 2
dry + Txg — 223 = 31
4 50
—4 | et B=] 2 | avec det A = —8.
—2 31

Alors le systéme est dit de Cramer et admet une solution unique :

det A1 =

det A2 =

1 3
3 5
4 7
50 3 4
2 5 —4
31 7 =2
1 50 4
3 2 -4
4 31 -2

24

) donc X1 = —78 =3
—40
, donc Xo = —— =5,
-8
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1 3 50 o
det A3 =13 5 2,d0ncX3:_—:8.

—8
4 7 31
Ainsi l’ensenble de solutions S = {(3,5,8)}

o L’exemple peut étre appliqué d la résolution des courants et des tensions.

2.3.2 Meéthode de la matrice inverse

Définition 2.10. Pour le det A # 0, la matrice carré A admet une

matrice inverse A=Y donc

AX=B=>A1'AX=A"'B=X=A4"'B

. . . —1 _ (ComA)T
La détermination de X passe par le calcul de A~ = =375

»Exemple 2.11. On va utiliser la méthode de la matrice inverse pour le

1 3 4 50
systeme (S) ou A= (3 5 —4|,B=1] 2| etdet A= -8.
4 7 =2 31
18 —-10 1
Alors, ComA =1 34 —18 5 |. On obtient
-32 —-16 —4
18 34 -32 50 3
X:A*lB:_i8 -10 -18 16 |-[2|[=]5
1 5 —4 31 8

2.3.3 Meéthode du pivot de Gauss

Définition 2.12. Etant donné le systéme d’équations linéaires :
01171 + a12T2 + ... +a1pTp = b1 (Ll) R
2171 + G222 + ... + agpTy = by (Lg) ,
Ap1X1 + Ap2T2 + ... + AppXp = b, (Ln)
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systeme échelonné de la forme :

x11T1 + Q122 + ..... + a1pTy
2222 + ..... + Qpxp
QnpTp

A laide des opérations élémentaires sur les (L;), on se raméne d un

»Exemple 2.13. On va utiliser la méthode du pivot de Gauss pour le sys-

téme,

r1 + 3re + 4$3
(S1) =% 321 + bBro — das
dry + Txreg — 2x3

= 50
= 2
= 31

On va effectuer les opérations sur lignes : Lo <— Lo —3L1 et Ly < L3—4L4 :

r1 + 3z + 4dxs
— 4x9 — 16x3

— 51’2 — 181‘3
Pour Ly < _TILQ et Ly < —Ls, on trouve
r1 + 3x9 + 4dxj

ro + 4dx3
5r9 + 18x3

Puis L3 < L3 — 5Lo, On obtient finalement
r1 + 3x9 + 4dxj

To + 4dxs
+ 2x3

Alors, l’ensenble des solutions S = {(3,5,8)}.
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2.4 Exercices Corrigés

Enoncés

Exercice 2.1. Résoudre les systémes d’équations suivants :

2 — y 4+ 3z = 1
2c + y — 2z 4+ 3w =1
-4z + 2y + 2z = 3
3r + 2y — z 4+ 2w = 4 ,
-2z + y + 4z = 4
3r + 3y + 3z — 3w = 5
10 — by — 62z = -—10
r — y + z + t =0
3r — 3y + 3z + 2t = 0
r — Yy + z =7
5 — o5y + 5z 4+ Tt = 0

Exercice 2.2. Discuter suivant la valeur du parametre a € R le systeme

suivant :
axr + (1-a)y + (1—a)z = a?
ar + (1+a)y + (1+a)z = a—ad?
r + Y + z = 1—-a
Corrections

Correction de ’exercice 2.1.

1. On va utiliser la méthode du pivot de Gauss pour le systéme suivant :

20 + y — 2z 4+ 3w = 1 (L)
3z + 2y — z + 2w = 4 (L)
3r + 3y + 3z — 3w = 5 (L3)

Car on ne peut pas utiliser les autres méthodes puisque le systéme n’est

pas carré.
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Donc, on va effectuer les opérations sur lignes : Lo < 2Lo — 3L1 et

L3 — 2L3 — 3L,

2 + y — 2z 4+ 3w = 1
y + 4z — bdw = -5
3y + 12z — 1bw = 7

Ensuite, on prend L3 < 3Ly — L3, on trouve

2r + y — 2z + 3w = 1
y + 42 — bw = -5
0 = 8

Ce systeme est incompatible. Alors I’ensemble des solutions S = &.

. Pour le second systéme, on procéde de la méme facon :

2 — y + 3z = 1
—dxr 4+ 2y + 2z =
2z + y + 4z = 4
10z — by — 62z = —-10

On fait les transformations suivantes :

Lo« Lo+ 2Lq et Ly + L3+ Ly, Ly + L4y — 5L1. On trouve

2¢ — y = -—
z =

Donc l'ensemble des solutions s’écrit

~Jloo

|t

1.

8 )
S:{(x,y,z)ER3/y:2a:+?, =y

. Soit
r — Y z + t =

+
3r — 3y + 3z + 2t
+

~N © O

x — oy z =
5¢ — Sy + 5z + Tt = 0
On résout ce systéme par la méthode de Gauss, On effectue les opéra-

tions élémentaires suivantes :
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LQ(—L2—3L1 et Lg(—Lg—Ll, L4<—L4—5L1, On a

r — vy + z +t =0
t = 0
Donc Uensemble des solutions est

S={(z,y,z,t) eRY z=y—2 t=0}.

Correction de ’exercice 2.2. On note (S') le systéme swivant :

ar + (I1—a)y + (1—a)z = a?
ar + (I1+a)y + (1+a)z = a—ad?
x + Y + z = 1-a
Pour résoudre ce systéme, on choisit la ligne L3 comme pivot (en premiére
position ).
z + Y + z = 1l—a
(ShYe! ar + (1+a)y + (14+a)z = a—a®
ax + (1—-a)y + (1—a)z = a?

Ensuite, on prend Lo < Ly —alq, Ly < L3 — alLy. On trouve

r + y + z = 1l—-a
Yy + z = 0
al2a—1) = 0

On va discuter suivant les valeurs de a :

— Sia=3, le systéme (S") est équivalent

S N

T + Yy + z =
y + z =

Alors, Uensemble des solutions est S = {(z,y,2) € R¥z = %, z =
—y}-
— Sia=0, le systéme (S') est équivalent d
(S,)@{m—i-y—i- = 1
y + 2z =0
Done, l'ensemble des solutions estS = {(z,y,2) € R} x =1, 2 = —y}.

— Sia € R -0, %}, le systéeme n’admet pas de solution.

27 Dr. F. Segueni



Chapitre

Intégrales

3.1 Intégrales indéfinies

Définition 3.1. Soit f : E — R une fonction, on appelle une primitive
de f sur E, toute fonction F' : E — R dérivable telle que :

Ve e E: F (z) = f(z).

1

»Exemple 3.2. F(z) = 3 + arctanx est une primitive de f(z) = o
—_— x

dans R.

Proposition 3.3. Soit F' une primitive de f sur E.
Alors toutes les primitives de f sont de la forme x — F(z)+c avec (c € R).
On note, /f(x)dx = F(x) + ¢ dite intégrale indéfinie de f.

»Exemple 3.4. On a,

1 1 / /
/x?’dx = ZCLA +c, et /T_de =arctanz +c¢ (c,c € R).
Propriétés :

Soient f et g deux fonctions admettant des primitives sur F, on a

1. /f/(w)dx:f(m)—i-c
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2. ([ fa)do) =

f(@).

3. / [f(2) + g(2)]de — / f(x)dz + / g(x)dz.
4, /)\f(x)dx _ )\/f(:v)dx,)\ 3

3.1.1 Primitives usuelles :

Le tableau suivant, résume les primitives des fonctions usuelles :

Domaine de définition fonction primitive
CCm+1
R m -1
: r,m 7é TEL T 1 1‘|‘ C
R* xn,nelf—{o,l} _n—lx”—1+c
R* - In|z|+ ¢
x
R e’ e’
a$
R a® = e*lna — 4+c¢a>0,a#0
Ina
R cos T sinz 4+ ¢
R sin x —cosx +c¢
R chx shx + ¢
R shx chx +c
1
R arctanz + ¢
x21—|— L 1 T+
T
— —1[,]—1,1[,]1 -1
] 00, [a] ) [a] 7+OO[ 1 — 22 2H‘1_$|+C
] —1,1] N arcsinz + ¢
' \VA 1 —1.'132
—1,1 — arccos +c
|- 1,1 —

3.2 Méthode d’intégration

3.2.1

Soient f et g des fonctions dérivables sur F, alors

Intégration par parties

[ £ @g@)ds = f@yg@) - [ 4

/

(z)f(x)dx
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»Exemple 3.5. Pour calculer /ln xdx, on pose :

/ / 1
f(x)=1,9(x) =Inz. Donc f(x) =z,g9 () = e d’ot
/lnx dr=zlhzr—x+c

3.2.2 Formule de réduction

Deux formules simples nous permettent de calculer plus rapidement des
intégrales.

Soit f : E — R une fonction, dérivable sur F, alors :

1. / I @) @) = — " @)+ m A -1,

fl(x) x=1In|f(x c
2‘/f(x)d*1 1f(@)] + .

3.2.3 Changement de variable

Soit f une fonction dérivable sur F, ¢ : E — R une fonction bijective et

dérivable. Alors

[ 1@z = [ rew)é va

»Exemple 3.6. Pour calculer I = /we“2dw, on pose x = +\/t bijective sur
1
[0, 4+00[, dz = —tdt. Ainsi

2Vt

2

1 1 1
I:/getdtziet—i-c:?ex + c.

3.3 Intégration des polyndémes
Soit P un polynoéme de degré n, (n € N), sous la forme suivante
n
P(x)=ag+ a1z + asx® + ...+ apz™ = Z apz®.
k=0

o L’ensemble des polynomes est noté R[x] pour z € R.
¢ Les coefficients ag, ....., a,, sont des nombres réels.

o Si P n’est pas nul, son degré deg(P) est le plus grand entier k tel que
ag 75 0.
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1

. n n . n ot
P(:L‘):/Zakxk’dl‘:z/akxkdx:Zakk+l+c.
v k=0 k=0" k=0

3.4 Intégration des fonctions rationnelles

P
Une fraction rationnelle — est le quotient d’un polyndéme P par un po-

lynéme @, soient P et ) des polyndmes de degrés n et m respectivement.

/f(x)dx = /gggdx?

se fait de la maniére suivante :

L’intégration

Etape 1 : Soit deg(P) < deg(Q). Sinon, par la division euclidienne on
obtient P(z) = H(x)Q(x) + R(x).

Donc

Etape 2 : Factorisation du polynéme Q(z).
R(z)
Q(z)
A B ar +
ar+b (cx+d)™"7 (d'x? +bx+ )"
P(x)

Etape 4 : Intéger /7dm.
— (z)

3.4.1 Intégration des fractions simples

Etape 3 : Décomposer en fractions simples, sous la forme :

Eléments simples du premier type

1. VaER,/ de de =In|z —a|+¢, (c€e€R).
r—a
1

(n—1)(z—a)"!

2. VaER,/dxd:B:— +¢, (ceR).
(z —a)"

Eléments simples du second type

Tout d’abord, on va intégrer les fractions rationnelles du type

ax + 3

)= ax? +bx+c’
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avec a, f,a,b,c € Ra # 0 et (a, ) # (0,0).

1. Si A =a?—4bc >0,

A B
f(z) = oz + 5 = + . Alors
alr —z1)(r—22) T—2T1 T — T2

/f(.r)dm:Aln|x7371|+Bln|xfx2|+c, ceR

2. Si A =a?—4bc =0,
ar + A B
= = . Al
f(z) am—20)2 (@ —m0)? + - ors

[ f(a)da

Ce qui reste a intégrer est du type :

/f(x)d:c = / (amQa—flja_cf— n avec a? — 4bc < 0.

—|—Bln|a,—:r0|+c (ceR)|

Ces intégrales sont plus difficile a calculer. La technique conseillée est de
mettre le dénominateur sous forme canonique, puis faire des changements

de variables. On obtient alors des intégrales de la forme :

/At+B / d—l—/
(t2+1n” 2 t2+1 1‘2—1—1

-3
»Exemple 3.7. Soit I = %4_5, pour 2 —4r +5 = (z —2)2 + 1
"forme canonique”. On pose © — 2 =t avec dx = dt, alors
(t+2)— 3 / 1
I=[——— ——dt

/ t2+1 T2 t2 t2+1

Donc
1

I= 3 In(t? + 1) — arctant + ¢ (c € R).

Ainsi

/f(x)dx = %ln[(m —2)? 4 1] — arctan(z — 2) + ¢
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3.5 Intégration des fonctions exponentielles

Pour déterminer / F(e*)dx, on pose u = e** et du = audz. Alors

/F(eax)d:c _ 1 / Flu) du

(6 u

dx
(e + 17

/f(x)d$:/Mdt'

On montre facilement par la méthode de comparaison que :

»Exemple 3.8. Soit I = / sur R, on pose u = €*, alors

1 _1 1 1
wu+1)2  uw (ud+1)  (u+1)2
On obtient,
I=Inlul—In|lu+ 1|+ +c
o =T+ 1]+
Ainsi
dx 1
- =1 z 1 .
/(6x+1)2 x —1In(e” + )+ex+1+c

3.6 Intégration des fonctions trigonométriques

3.6.1 Polynéme en cosinus et sinus

Pour calculer / cosP x sin? xdx, on discute selon les parités de p et ¢
— Si p impaire, on pose u = sinx donc du = d(sinz) = cos zdx.
— Si g impaire, on pose u = cosx donc du = d(cosx) = — sin zdz.

— Si p et ¢ sont impaires, on linéarise a ’aide des formule d’euler.

ix —ix . iz —ix
Formules d’Euler : cosz = % et sinxz = %

— Si p et ¢ sont paires, on utilise les identités suivantes :

1 —cos(24)

14 cos(24)
2 -T2

2
cos“(A) 5

sin(24) = 2sin A.cos A, sin?(A)

Pour les intégrales de la forme / sin ax cos br dx, on utilise les identités

suivantes :
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1. sin A.cos B = %[sin(A — B) +sin(4 + B)].
1

2. sin A.sin B = i[cos(A — B) — cos(A + B)].

3. cos A.cos B = %[COS(A — B) + cos(4 + B)].

»Exemple 3.9. Calculer I = /cos4znsin3 xdx. on a,

I= /(3034 . sin? 2. sin xdr = /Cos4 z.(1 — cos? z). sin zdx

On pose u = cosx, du = — sin xdx.
4 6 15, 154
I=— | udu+ udu:—gu +?u + c.

Alors
1 5 1 7
I = ——cos x+?cos x +c.

5
3.6.2 Fraction en cosinus et sinus

Pour calculer / F(cosz,sinxz)dx ou F est une fraction rationelle, on

étudie la forme f(z) = F(cosz,sin z).
— On pose : t =cosz si f(—z)d(—z) = f(z)dz.
— On pose : t =sinz si f(7m —z)d(r — z) = f(x)dz.

— On pose : t =tanz si f(r+z)d(r + z) = f(x)dx.

. . :U N
Si non, on peut toujours poser : t = tan 5 Ou

2t 1—¢2 2
=", dr=——dt
1+1¢2 1+1¢2

siny = ——
inx e

»Exemple 3.10. Soit
2

sin® z 1—cos“z . d
= ————dr= | ——————.sinzdx
1+ cos?z 1+ cos?z
on pose t = coszx, dt = —sinxdx.
2 -1 2 +1 dt
:/7 t:/idt—2/7dt:t—2arctant+c.
t2+1 t2+1 2+1

Alors
I = cosx — 2arctan(cosx) + c.
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3.7 Intégrale définie

Théoréme 3.11. On suppose que la fonction réelle f : [a,b] — R est
intégrable sur [a,b]. Considérons alors une subdivision réguliére
a =20 < 2] < eo. < Tp1 < Ty = bn > 2) depash:b*T“:

x; —xi—1(1 <i < n) et posons I, = > 1 f(zi—1)(x; — zi—1). Alors

n b
ngrfmzlzf(xi—l)(xi — Ti-1) :/a f(z)dx

est appelée intégrale définie de f sur [a,b].

Définition 3.12. Soit f : [a,b] — R une fonction positive, on appelle
b

/ f(z)dz une intégrale définie de f entre a et b. On dit que f est

a
intégrable sur [a,b] si cette quantité existe.

Proposition 3.13. Soient f et g admettant des primitives sur E et

a,b,c € E, alors

b c c
1. Relation de Chasles :/ f(z)dzx —i—/ f(z)dz = / f(z)dx.
a b a
b a a
On a aussi/ f(z)dzr = —/ f(z)dx / f(z)dz =0
a b a
b b b
2. Linéarité : ST\, u € ]R,/ (A (x)+pg(z))de = )\/ f(a:)d:hLu/ g(z)dz
b b
3. Sia<b, |/ f(x)da] g/ | f ()| d.
Interprétation géométrique

b
/ f(z)dz correspond & l'aire du domaine
a

A={(z,y) eR*/0 <y < f(x),a <z <b}
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YA

FIGURE 3.1 — Aire du domaine A

=Y

Théoréme 3.14. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b], si

F est une primitive de f. Alors, on a

b
| f@da = F ) - F@)

3.8 Exercices corrigés

Enoncés

Exercice 3.1. (Intégration directe).

1

1 etanx
223 — 3 ld,/ / / .'3d,/7d,
/( v z+1)de VvV +1' ) cos?z COST-SIMTEL, | Sinzcosa

/

B +r+1

dz.

241

Exercice 3.2. (intégration par parties).

/

Inx
-2 4
xr

/arctan xdz, /sin(ln x)dz.
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Exercice 3.3. (Changement de variables).
i e
/Sm(lnx)da:, / Lte dzx, /icos 1al:/U.
x N3 x?

Exercice 3.4. (intégration des fonctions rationelles).

/ 201 /3x+1d 3m2+2x—5d / dx
—dr, | ——dx, | —————dz, | ——.
(x—1)(x—2) ") 23—4x " ) 322 -5x—-2" " ) 22 +4x+5

Exercice 3.5. (Fonctions trigonométriques et exponentielles).
dx

1+ex’/\/1—621 /2+s1n3: /Sinx

e Exercice 3.6.

Calculer I'intégrale définie suivante

1 1
/ dx
11 +$2

Corrections

Correction de ’exercice 3 1. soit ¢ une constante réelle, on a

3
1. / 203 — 3z + 1)dx = fx — 2’ +zr+e

2
2. 7:2\/ 1 .
/ —1 r+1l+4c

etanx , 1
3. / 5 =™ L ¢ puisque : (tanz) = 5
cos? x cos? x
1
4. /Cosx.sin?’xdaz = —/cosa:.(l — cos? z).(—sinz)dzr = —3 cos’x +
L4
4(:os T +c.
t /
5. /7 —/ cosx2 :/(anx) dxr =In|tanz| + c.
sin z cos sin x cos tan
4 z+1 z(z% + 1) 1 x?
6. /Wdl':/md%‘i‘/x2+1dx:?+arctanx+c

Correction de 1’exercice 3.2.
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1 u=Inz u =1
1. Pour calculer/n—;daz, on pose {
x

_ 1 - _1
V=22 V=T
Inx 1 1
Alors, /—2dm =——Ihz—-——+c
x T x
! 1
u = arctanr u = e
2. Pour calculer [ arctanxzdx, on pose ,
v =1 V=2

1
Alors, /arctan xdr = rarctanz — = In(z? + 1) 4 ¢

. w=sin(lnz) u =1

3. Pour calculer/sm(ln x)dzx, on pose ) v
v =1 V=2

Donec, /sin(lnm)dw = zsin(lnz) — /cos(lnx)da:.

On intégre maintenant | cos(lnx)dx, on pose alors

{ uw=cos(lnz) u = —Lsin(Inz)

v =1

V=

Par conséquent, /sin(ln x)dx = g(sin(ln x) — cos(lnz).
Correction de ’exercice 3.3.

1.

in(1
I = /sm(nx)dx’ par un changement de variable Inx
T

%d:c =dt. Donc I = /sintdt = —cost+c.

t avec

14+ ev?® 1
2. I Z/\/de, on pose \/x =t donc mdx:dt

12:2/(1+et)dt:2(t—|—et)+c.

de la méme maniére on calcule /em In(1+ e*)dz, avec t =1+ e*.

1 1
4. Pour calculer/—

5 COS —dx, on pose t = L done dt = — L dx
T T z

Ce qui donne, — /cos tdt = —sint + ¢

Correction de 1’exercice 3.4.
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2z — 1
1. On calcule G = /MMdm, donc

1-ére étape : deg(2x — 1) < deg(x — 1)(x — 2)

2-éme étape : décomposer en fractions simples,

2z — 1 A B Alx-2)+Bx—-1) (A+B)r—-2A-B

G—D@-2) z-1"2-=2"  @-D@-2  (@-D@-2

A+B=2,-2A-B=-1=A=-1;B=3

3-éme étape : intégrer

1 1
Glz_/ dx+3/ dr = —In|z — 1|+ 3In|z — 2| + ¢
rz—1 x—2

2. En suivant les mémes étapes, on calcule

3x+1 3r+1 3r+1
G2 /x3—4x . /x(x24) v /:c(a:Q)(av+2) v

On a,
3r+1 A n B n D
r(x2—4) x -2 z+2
1 _
avec A = —;B:—5;D: Z
e S 7
Finalement, Gy = — nlx] — gln |z + 2| + gln |z — 2| +¢,
322 +22 -5 Tr—3
3. Gs = %dm = /1da: + &Ezfmd:c, puisque le déno-
minateur admet deux racines. On a
Tr—3 A B

Brt(z—2) 30+1  z-2

avec A=18:B=2 Donc Gs=2+In|3z+1|+In|z —2[+c

dx
.Gy = /7 Pour cette intégrale, il faut mettre le déno-
4 Ga 22 +4x+5 g J

minateur sous la forme canonique. x* + 4x +5 = (v + 2)% + 1, donc

G4 = arctan(z + 2) + c.

Correction de 1’exercice 3.5.

d
1. le/ix on pose u = e¥ = du = e*dx

1+e*’
du 1 1 u
= [—"" = [Zdu— [ ——du=1
! /u(u+1) /uu /u—l—lu n(u+1)+c
e(L'
T =1
! (ex+1)+c
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2. Pour Ty

ex
= | ——d=z, on fait le méme changement de variable.
/ V1 —e2® J g
On trouve

1
T :/7du:arcsint—|—c:arcsin e’)+c
2 V1—u? (¢

tan x

d 2
3. /730, on pose u = = (dz = du; sinx = 4
2+sinx

2 14 u? 1+u2)

Ce qui donne,

2 2 1
ng/ du :/ du du = —= arctan( ut
u+u+1

+c
(u+3)2+3 V3 V3
4. On a
dx sin xdx sin xdx
oo [ einede [ snads
sin sin? x 1—cos?x

D’aprés le changement de variable suivant : u = cosx = du = —sinx,
on obtient

—du 1 u—1
Ty= | ——==1
! /1—u2 gl te
Correction de 1’exercice 3.6.

L |
/ ﬁdm = arctan z] "] = arctan(1) — arctan(—1) =
—1 X

+

I

T
4 2’
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Chapitre

Equations différentielles

4.1 Equations différentielles ordinaires

Définition 4.1. On appelle une équation différentielle ordinaire, notée
EDO, d’ordre n toute relation entre la variable réelle x, une fonction

inconnue x — y(x) et ses dérivées Y,y e y™ qvecn > 1 de la forme :

f(I’y7yl7y(”)7 7y(n)) =0.

Ou bien ) ®
oy dy d"My,
f('r’y? &x’ dZL'Z’ dl’n - 07

ou f est une fonction qui admet une infinité de solutions.

Probleme de Cauchy

Soit y : I — R tel que :

Y (20) = Yo» orrr y™ (0) = 35"

/ 7’
avec Zo, Yo et yq....sont des valeurs données.

Alors ce probléme est dit un probléme de Cauchy.
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4.2 Equations différentielles d’ordre 1

C’est une fonction de la forme :

_

f(‘r)yvy)zoouy (:’C) - dZE

4.2.1 Equation & variables séparables

Soient f : I — R, g : J — R deux fonctions continues, une équation

différentielle a variables séparables est du type :

Ce qui donne :

dy _ f(x)

dz — g(y)

= /g(y)dy:/f(:r)dx—i-c, ceR.

= g(y)dy = f(x)dx

»Exemple 4.2. Résoudre y'(z?> — 1) — 22y = 0...(E)

d
(E) = ﬁ(m2—1)—2my:0
dy 2z
:>?— 2_1dx
dy 2z
N d
/y /$2_1l’

= Inly|=In22 - 1|+¢, c€R
= y(x) =k(2®>—-1), kR,

4.3 Equation différentielle linéaire d’ordre 1

Définition 4.3. On appelle une équation différentielle linéaire d’ordre

1, toute équation de la forme

/7

Y (@) + al@)y(@) = b(a)....(1)

ou a et b des fonctions définies sur I C R.

— L’équation (1) est dite homogéne si b(z) = 0.
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— Toute solution générale de l’equation (1) est de la forme :

(@) = yp() + ys() ]

ys : solution générale de [’équation homogéne associée a (1).

yp : solution particuliére de (1).

4.3.1 Meéthode de résolution

Résolution de I’équation homogeéne associée y' + a(x)y =0

C’est une équation & variables séparables, donc

v (x) + a(z)y(z) =0 = d_ —a(z)dz

Yy
= /C;y——/a(x)dx.

— Infy(2)| = —A).

ys(z) = Ae @ N eR

avec A une primitive de a sur I et A une constante.

Recherche d’une solution particuliére y,

1. Méthode 1 : Si on connait une solution apparente de (1), alors la

solution générale de cette équation est la fonction définie par :

y(z) = e 4@ 4 yp(x)

»Exemple 4.4. Résoudre y (z)cosz + y(z)sinz = 1....(E),

— On résout y (z) + 2Ly (z) =0, sur | — 5, Z[. Alors

sinx

ys(x) = he S Sstdr = \eMnlcosa) — ) cos z,A€eR

— (E) admet une solution particuliére : y,(z) = sinz.
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Donc la solution générale de (E) est
y(x) =sinz + Acosz, A €R.

. Méthode 2 : la variation de la constante

On utilise cette téchnique I'orsqu’on ne peut pas trouver de solutions
particuliéres de (1). On résout d’abord 1’équation homogene ou la so-
lution générale

ys(z) = e @) X eR.

Avec A une primitive de a sur 1.

Ensuite, on cherche une solution y, sous la forme

sa dérivée est
oy —Ax X —A(x
y;(x) =\ (z)e @) 4 AMz)a(z)e ()
On remplace y, () et y,(z) dans "équation (1), ce qui donne :
Vo eI, X(z)e 4@ _ \(z)a(z)e ] 9@ | (2 \(2)e 4@ = b(z),

soit aprés simplifications A () = b(2)e®) | d’out la connaissance de X’
et celle de A par intégration.

Ainsi la solution générale de (1) est

Etape 1 : L’équation homogéne est y (x) — %y(a:) = 0....(Ep). Elle
admet une solution :  ys(z) = Ae~ 4 =Xz, AeR.

Etape 2 :On varie la constante et on cherche une solution générale de
la forme : y(z) = Mx)z oy (z) = N (x)z + A(z).

On remplace dans 'équation (E).

X ’ 1

(B) = X(m)x+A(a;)—A(x):m = V@)=
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Aprés intégration, on obtient A(x) = arctanz + k,k € R. Ainsi la

solution générale

y(x) = rarctanz + kx.

4.4 Equations différentielles d’ordre 2

C’est une fonction de la forme :

’ " " d2y
flyy,y)=0y =3

4.4.1 Equation linéaire d’ordre 2

C’est une équation qui s’écrit :

a(z)y” + b(@)y + c(x)y = f(@)....(E)
ou a, b, c et f sont des fonctions continues données.

— L’équation (E) est dite a coefficients constants si a, b, ¢ sont des constantes.

— L’équation (E) possede une solution générale qui s’ecrit : yg = y1 + y2 + yp.

4.5 Equations différentielles du second ordre & co-

efficients constants

Définition 4.6. On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 2 a

coefficients constants définie sur I toute équation différentielle (E) de

la forme

ay +by +cy= f(x)

avec a;b € R et f: I — R une fonction continue.

On appelle équation homogéne associée, ’équation

ay”—i—by/—i—c:O
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notée Fgy. On appelle équation caractéristique associée, l’équation
ar? +br+c=0

notée(EC), d’inconnue r € C .

4.5.1 Démarche pour la résolution de (E)
Etape 1 : la solution de I’équation homogéne

On cherche les solutions générales de I’équation homogene associée :
ay” + by/ +cy=0....(Ep)

— On associe & (Fp) 'équation caractéristique(EC) ar? +br+c = 0...(x),

on note A son discriminant.

— les deux solutions y1,y2 de (Ep) sont données par le tableau :

A les solutions de (x) les solutions de (Ep)
A>0|r = LgrB ry = Ve y1+y2 = c1e"’ + cpe™”
A=0 Ty = 5—5 racine double Y1 +y2 = (12 + c)e™0"

A<O0| rm=a+if,ro=a—if | y1 +y2 = c1cos(Bx)e*™ + casin(fx)e*”,
_ b _ J=A
a= 3 et 8= Yo

Etape 2 : la solution particuliére

Si f(x) est 'une des fonctions suivante : polynémes, sinus, cosinus, ex-

ponentielle ou somme ou produit entre ces fonctions avec
f(z) = Py(z)e"® cos(0x) ou f(x) = Py(z)e"* sin(0z).

Alors la solution est

yp(x) = 2™ e [q1 5 (x) cos(0x) + g2 (x) sin(fz)]

avec Py, q1,n et g2, sont des polynomes de degré n.

— SiA>0et0=0,pu=ryoup=ryalorsm=1.
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— SiA=0et =0, pu=rgalors m=2.
— SiA<Qetfd=0,pu=aalorsm=1.

— Sinon, m =0.

» Exemple 4.7. Résoudrey +y = 3cosz...(E)

soit y" +y = 0...(Eg) l'équation homogéne associée et

EC:r?’4+1=0avec A=—-4;a=0,=1

La solution générale de Ey s’écrit : y1 +ya = c1 cosz + casinz; (c1,c2 € R)
Pour la solution particuliére de (E) :

Ona, A<Oetpu=a=0;0=p=1 alors m =1. Donc

yp(z) = x(Acosz + ysinx),

y;)(ar) = (yr+ A)cosz + (v — Az)sinz,

y; () = (2y — Az)cosz — (2\ + yx)sinx

On remplace dans (E) ce qui implique A = 0;y = %

Ainsi y(z) = c1 cosx + casinx + %:r coszx; (c1,c2 € R).

4.6 Exercices corrigés

Enoncés

Exercice 4.1.
Résoudre les équations différentielles d’ordre 1 suivantes

1 2y (z)lnz = 3Inz + y(z).

2.y (z) = ztan(y(z)).
Exercice 4.2.
Résoudre les équations différentielles linéaires d’ordre 1 suivantes :

/ 1
1. Le probléme de Cauchy y (z) — —y(z) = 22
x
vérifiant  y(2)=1.

2.y (z) — 2zy(x) = —(2z — 1)e®.
Exercice 4.3.
Résoudre les équations différentielles du second ordre & coefficients constants

suivantes
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Ly (z) — 3y () + 2y(z) = 22 — 3a.
2. Le probleme de Cauchy : 3" (z) 4 2y (z) + y(z) = 2%
vérifiant  y(0) = 3;4'(0) = 1.
Exercice 4.4.
On laisse tomber un corps de masse m d’une certaine hauteur.

1. Etablir la loi de variation de la vitesse de chute v, si le corps est soumis
de la part de l'air A une résistence de freinage proportionelle A sa
vitesse.

2. Déterminer alors la vitese v.

Corrections

Correction de I’exercice 4.1.

1. 2y (z)Inz =3z + ly(x)....(1)
(1) e dy _ 3ln(:n+1)d$
zlnx

y
d
— /—y:/ﬁd:ﬁ/ !
Y T rzlnx

<= Inly|=3n|z|+In|lnz||+c¢ce R

< y(x) = klz3|In|z|,k € R.

72
<= In|siny| = ?—i—c,ceR
Ainsi |siny| = ke donc y = arcsin(ke 2 ),—1 <kez <1, keR.

Correction de ’exercice 4.2.

1. Résoudre sur R* le probléme de Cauchy suivant

. / 1
FEtape 1 : L’équation homogéne est y () — —y(z) = 0....(Ep). Elle
—_— x

admet une solution :  ys(z) = Ae~ 4 =Xz, AeR.
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Etape 2 :On varie la constante et on cherche une solution générale de
la forme : y(x) = Mx)z oty (z) = X (2)z + A(z).

On remplace dans I’'équation 1.
(1) = N@)z+Az) - Az)=2> = \(z) ==

\ . , . . 2
Apres intégration, on obtient \(x) = 5 + k,k € R.
Alors y(x) = % + kx est la solution générale de l’équation (1) et
puisque
23 3
y(2) =1 <= ?+2k:1 = k:_i’

donc le probléme de Cauchy admet une solution unique

2. Soit Uéquation différentielle d’ordre 1

/

y (z) — 2xy(x) = —(2x — 1)e”.....(E")

Etape 1 : L’équation homogéne (E}) associée a (E') est
Yy (z) — 2xy(x) = 0....(E}). Elle admet la solution

2

ys(z) = e 4@ = X X eR.

Etape 2 :On varie la constante et on cherche une solution générale de
la forme : y(z) = A(z)e™ ou y (z) = N (2)z + ().

On remplace dans l’équation (E').
(B) = X(@)e” = (-20+ )" = X(2) = (~20+ 1)+,

Aprés intégration, on obtient \(x) = e~ HT 4 k. keR.

Ainsi la solution générale de (E) est
y(z) =" + fee®”

Correction de 1’exercice 4.3.

1. 9" (x) = 3y (2) + 2y(z) = 2% — 3x..(E) est une équations différentielles

d’ordre 2 d coefficients constants
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Etape 1 : soity (x) — 3y (z) + 2y(x) = 0...(Ey) I’équation homogéne
associée.

Equation caractéristique (EC) est : 2 — 3r +2 = (r — 1)(r — 2).
Donc la solution générale de Ey s’écrit : y1+ya = c1e*+coe’?; (c1,c0 €
R).

Etape 2 : On cherche la solution particuliére de (E).
Ona, A>0et=p=0;m=0 donc

yp(z) = az® + bz + ¢,

y},(m) = 2ax + b,

y; (z) = 2a.

On remplace dans (E) ce qui implique a = %; b=0c= 5.
Ainsi

1
y(z) = c1e” + coe?® + §(x2 —1); (c1,c0 € R).

. Soit le probléme de Cauchy suwant : y" (z) + 2y (x) + y(z) = 2e~*
vérifiant  y(0) = 3;5 (0) = 1.

Onay +2y +y= 0...(Ep) l’équation homogéne associée et
EC:7m+42r+1=0 avec A =0; 19 = —1 est une racine double.
Alors la solution générale de Ey s’écrit :

y1 +y2 = (c1z + c2)e™™; (c1,c2 €R).

Solution particuliére de (E) :

On a, f(r)=2e"" et 0 =0;u=rg alors m =2 donc

T A une constante dans R),

yp(z) = Az?e
(@) = A2 — 22,

y;(x) = A2 — 4z + 2%)e 7.

On remplace dans (E), ce qui donne A =1
Ainsi

y(z) = (2% + c1z + ea)e ™.

Comme y(0) =3 =cy ety (z) = (=22 + (—c1 +2)x + 1 — 3)e™™ alors
y/(0)201_3:1 = =4

Donc la solution du probleme de Cauchy est

y(z) = (2% + 4z 4 3)e %,
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Correction de 1’exercice 4.4.

1. La loi de Newton permet d’écrire

dv
F = _— =
dv
F = — kv = —
mg v =my mdt’

D’ou

d
md—: + kv = mg, (1)

C’est léquation différentielle du systéme.

2. Pour déterminer la vitesse, on résoud l’équation différentielle (1)

Elle admet la solution
ys(t) = Ae_%t, AeR.

Etape 2 : On varie la constante et on cherche une solution générale
/ ’ k
de la forme : v(t) = )\(t)e_%t ou v (t) =\ (t)e_%t - — (t)e_%t_
m

en remplacant dans l’équation (1), on trouve

’ _ky _ky

mX (e~ mt — kA(t)e m' + kA(t)e w' =mg = N (t) = ge ',

m
Aprés intégration, on obtient A(t) = g?e_%t +c,ceR.

Ainsi la solution générale de (1) est

k
v(t) = g— + ce .
m
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Chapitre

Fonctions a plusieurs variables

5.1 Définitions

Définition 5.1. On appelle une fonction de n (n € N*) variables réelles

toute fonction de R™ dans R. On a

f:R* — R

(1, .y xn) = flx1,..,2p)

» Exemple 5.2.
f(@)=3z+5, f(z,y)=2y+2, [f(z,y,2)=>5cos(zyz) + zy.

Définition 5.3. On appelle ensemble de définition de f et on note Dy,
l’ensemble des point des M € R™ tels que f(M) existe.

» Exemple 5.4.

1. f(z,y) ==, D;=RxR"
Yy

2. flx,y,2)=z+y+z, Df:R3.

3. f(x7y):L7 Df:{(x,y)€R23$2+y2<1}-
V1— 22— 2
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5.2 Limites, continuité et dérivées partielles d’une

fonction

Pour simplifier, les énoncés seront donnés dans le cas de deux variables.

Définition 5.5 (Limites). Soit My(zo,y0) un point de D¢. On dit que

f(z,y) a pour limite | quand (z,y) tend vers (zo,yo) et on note

lim z,y) =1,
(fvy)*(foayo)f( v)

st et seulement si

Ve > 0,3a > 0/|x —xo| < a, |y —yo| < a = |f(z,y) =] <e.

Définition 5.6 (Continuité). Soit f une fonction, My € Dy.
o On dit que f est continue en My si et seulemnet si f(M) — f(Mp).

o On dit que f est continue sur I C Dy si et seulemnet si f est continue

en tout point de I.

Remarque 5.7. Comme pour les fonctions a une seule variable, la somme,
le produit et le quotient (lorsque le dénominateur ne s’annule pas) de deux

fonctions continues sont continues.

Définition 5.8 (Dérivées partielles). Soit f une fonction, My € Dy.

Les dérivées partielles de f en (xo,yo) sont les dérivées des fonctions

partielles :
of . f(xo+ h,y0) — f(z0,y0)
%({EO: Z/O) - }l:ir(l‘) h )
of . f(=o,y0 4+ h) — f(z0,y0)
By (z0,y0) = lim N :
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Si f admet des dérivées partielles on dit que f est dérivable.

0
Notation : La dérivée a—f se note aussi Oy f .
x

»Exemple 5.9.  f(z,y) = 23y*, admet deur dérivées partielles en tout
point (z,y) € R%. On a

g(x’ y) = 32%y",

af — A3,3

5.3 Différentiabilité

Fonctions différentiables :

On dit que f est différentiable en (x0, yo) s'il existe des constantes réelles

A et B telles que :
f(@o+h,yo + k) — f(x0,90) = Ah + Bk + || (h, k)||e(h, k),

avec

e(h,k) =0, ||(hK)||=Vh?+ k2. (5.1)

lim
(h,k)—(0,0)
Dans ce cas on a

0 0
A= Fi(woyyo% B = (f)z(ﬂ?ovyo)-

On note la différentielle totale :

_of of
df = 5 du + P

5.4 Intégrales double et triple

5.4.1 Intégrales doubles

Théoréme de Fubini :

Théoréme 5.10. Soient ¢ et v deuzr fonctions continues sur [a,b] avec

© < 1, notons A l'ensemble des points (x,7y) € R? tel que :
a<z<betp)<y<y(n)
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Alors

//Af(x,y) da dy:/ab (/T(T) f(z,y) dy) da

o(z
Remarque 5.11. On peut permuter les roles de x et y.

Théoréme de Fubini pour les rectangles fermés

Théoréme 5.12. Soit f : R? — R, continue sur le rectangle Q0 = [a, b] X
[c,d]. Alors :

//Qf(a?,y) dx dy:/ab(/cdf(w,y) dy) dx:/cd(/abf(x,y) dx) dy.

» Exemple 5.13.
Soit Q = [0,1] x [0, 2]

Cas particulier : Si g : [a,b] = Ret h: [¢,d] — R sont deux fonctions

continues, alors

//[a,b}x[c,d] g(x)h(y) dx dy = /abg(a?)da; /cd h(y) dy.

»Exemple 5.14.
1 r2 1 2 x2 1 y 2 1
dz dy = d dy de = | — = ==
/O/Oxyxy /Oxx/oyyx {Q}OX[Z}O 5
5.4.2 Intégrales triples

Le principe est le méme que pour les intégrales doubles. f étant une

fonction continue sur un domaine fermé et borné D de R3, I'intégrale triple

I:///Df(x,y,z) dr dy dz,

se calcule par intégrations successives.

Pour D = [a1,b1] X [ag,be] X [ag, bs], ona [ = /// f(z,y,2) de dy dz =
D

/abl (/abz( b f(z,y,2) dZ)dy) dax

1 2 a3
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Applications

— Aire et volume

Si f(x,y) = 1, l'intégrale double // dx dy est aire de A.
A

Si f(x,y,z) =1, I'intégrale triple // dx dy dz est le volume de A.
A

— Masse
Si f(z,y), ou f(x,y, z), est la densité au point (z,y), ou (z,y, z), 'in-

tégrale double, ou triple, correspondante est la masse de la partie A.

5.5 Exercices corrigés

Enoncés

Exercice 5.1.

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

T4y In 1
f(:E?y) l'—y’ g(:E?y) /f_yv (ZL‘,y,Z) x2+y2+22

Exercice 5.2.

Calculer toutes les dérivées partielles d’ordre 1 des fonctions données :

1. f(z,y) =y° — 3zy

2. f(z,y) =a¥
x

Exercice 5.3.
Calculer l'intégrale double suivante / / f(z,y) dz dy avec
Q
fle,y) =22 +9y? et Q= {(z,y) eR?2:0< 2 < 2,2% <y < 22}

Corrections

Correction de ’exercice 5.1.
1. Dy ={(z,y) e R*: z #y}.
2. Dg={(z,y) €eR*:y >0, x>y}
3. Dy ={(x,y,2) € R : (x,y,2) # (0,0,0)}.
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Correction de 1’exercice 5.2.

1. Oxf(x,y) = =3y et Oy f(x,y) = by* — 3x.
2. Opf(z,y) = ya¥~! et O, f(z,y) = 2¥Inz.

x

3. O f(z,y) = % et Oy f(x,y) = —?.

Correction de ’exercice 5.3.

//Qf(:c,y) dr dy = /02</;xx2—|—y2dy) dx

T4 a® a2
R
T 35
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