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ةمدقم

ميحرلانمحرلاللهامسب

ىلعو،نيملاعللةمحرثوعبملاىلعملاسلاوةلاصلاو،نيملاعلابرللهدمحلا

.نيدلامويىلإناسحإبمهعبتنموهبحصوهلآ

جمانربلاقفاوتيتلاوتايضايرلاةداميفةيعماجلاةعوبطملاهذهمكلمدقن

مولعلاوةيداصتقلإامولعلاةبعشنمسناسيلىلولأاةنسلاةبلطليرازولا

ررقمبسحاهميسقتمتدقو.رييستلامولعوةيلاملامولعلاوةيراجتلا

.باوبأةسمخىلإسناسيلىلولأاةنسلانملولأالصفلاجمانرب

ةلماشةعجارمانمدق،يقيفوتلاليلحتلاناونعلمحييذلا،لولأابابلايف

نماهدعببلاطلانكمتيىتحكلذو،اهيلعتايلمعلاوتاعومجملائدابمل

اننأامك،ءانعنودبوةسلاسبيقيفوتلاباسحلاودعلائدابمىلإقرطتلا

جذامنوةلثمأباهمعدوميهافملاضييرتىلع،موزللاوةردقلادنع،انصرح

.ةبعشلاتاصاصتخإنم

ميهافملاميدقتبانأدب،ةيددعلاتايلاتتملاناونعلمحييذلا،يناثلابابلايف

اهنمةدودحملاواهريغتهاجتابارورم،ةماعةفصبةيددعلاتايلاتتمللةيلولأا

يتلاةمهملاةيرظنلاىلإلاوصوةدعابتملاوةبراقتملاو،ةدودحملاريغو

ةثلاثةساردىلإاصوصخانلقتنااهدعب.ضعبلااهضعببميهافملاهذهطبرت

انأدب.ةيلاملامولعلاوداصتقلإاناديميفاهتيمهلأارظنتايلاتتملانمعاونأ

دئاوفبراخدلإالئاسملايتايضايراجذومنىطعتيتلاةيباسحلاتايلاتتملاب
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ةمدقم

اجذومنيطعتاهرودبيتلاوةيسدنهلاتايلاتتملاىلإانلقتنامث،ةطيسب

-ةيباسحلاتايلاتتملابانيهتناو،ةبكرمدئاوفبراخدلإالئاسملايتايضاير

نكمييتلاونيقباسلانيعونلانماجيزماهرابتعانكمييتلاو،ةيسدنه

.راخدلإايفاديقعترثكألئاسمضييرتلاهلامعتسا

متهنهيف،ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلاهناونعيذلا،ثلاثلابابلا

لاودلاةيرظنيفةيساسلأاميهافملابهانللهتساثيحةيددعلالاودلاةساردب

متو.اهريغواهعاونألكبةيرارمتسلإاوتاياهنلاوفيرعتلاةعومجمنم

ةدعاقكةقطانلاوةيرذجلالاودلاودودحلاتاريثككةيساسلأالاودلاميدقت

لاودلاوةيسلأالاودلاىلإانلقتنااهدعب.اهتطاسبلارظنلئاسملاوةلثملأل

نمريثكلايفامهروظحوامهتيمهلأارظننيلقتسمنيمسقيفةيمثيراغوللا

.ةيداصتقلإاجذامنلا

هيفانمدقدقفلعفلاب.تاقتشملاةساردىلإهيفانقرطتعبارلابابلا

موهفمانفرع،ايجيردت،مثهلفيرعتطسبأنماقلاطنإقاقتشلإاموهفم

نعانملكتكلذدعب.اهترابعباسحلةيساسلأادعاوقلاعمةقتشملاةلادلا

ةيناثلاوىلولأاةقتشملاةساردوباسحنماهصلاختسانكمييتلاجئاتنلا

ةغلابةيمهأانيلوأبابلااذهيف،ةقباسلاباوبلأايفامك.ةيددعةلادل

ريثكلاصلاختسايفقاقتشلإاةدئافحضوتةيداصتقإجذامنوةلثمأميدقتل

.جئاتنلانم

ميدقتبانأدب،لماكتلاباسحوةيلصلأالاودلاباب،ريخلأاوسماخلابابلايف

قئارطلافلتخمعمةيلصلأالاودلاموهفملاوأانمدق،ةدحىلعرصنعلك

امهنيبانطبرمث،هعاونأوهتايصاخبتلاماكتلاباسحىلإانلقتنامث،اهباسحل

جذامنةدعانمدقاهدعب.يتايضايرلاليلحتلايفةيساسلأاةيرظنلاربع

.اهتسارديفةيلصلأالاودلاولماكتلاىلإجاتحتةيداصتقإ

،ديعبوأبيرقنمءاوس،رودهلناكنملكلليزجلاركشلامدقننأدون

.عضاوتملالمعلااذهءاشنإيف
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1باب

يقيفوتلاليلحتلا

تاعومجملايفةيساسلأاميهافملا1.1

ةقلاعلا.رصنعلاوةعومجملاامهتايضايرلايفادجناطبترمونايساسأناموهفمكانه

Xةعومجميأانذخأولف،ءامتنلإايهةعومجميأورصنعيأنيبطبرتنأنكمييتلا

:اققحمنوكينأبجينينثإنمطقفدحاورمأفxرصنعيأو

xذئدنعبتكن؛Xةعومجملاىلإيمتنيxرصنعلا• ∈ X.

xذئدنعبتكن؛Xةعومجملاىلإيمتنيلاxرصنعلا• 6∈ X.

:نيتفلتخمنيتقيرطبةنيعمةعومجمنعربعننأنكمي

،اهرصانعنيبةكرتشملاتافصلاركذب.1

.رخلآاىولتدحاولااهرصانعركذب.2

1.1 لاثم

Aنيتعومجملاربتعن = {p ∈ N : p\12}وB = {p ∈ N : p\18}.

رصانعامنيب،12ددعلامسقتوةيعيبطدادعأاهلكاهنأيفكرتشتAةعومجملارصانع

.18ددعلامسقتوةيعيبطدادعأاهلكاهنأيفكرتشتBةعومجملا

لكدرسبكلذونيتمئاقلكشىلعBوAنيتعومجملابتكننأنيتلاحلانيتاهيفنكمي

:يليامكامهرصانع

A = {1, 2, 3, 4, 6, 12}, B = {1, 2, 3, 6, 9, 18}
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يقيفوتلاليلحتلا-1

.نيتعومجمYوXنكتل

ءاوتحلإا 1.1 فيرعت

YبتكنوYةعومجملايوتحتXةعومجملانإلوقن ⊂ Xرصنعلكناكاذإ

yرصنعلكلجأنميأ.XةعومجملاىلإيمتنيYةعومجملاىلإيمتني ∈ Y

yنإف ∈ X.

2.1 لاثم

:نيتيلاتلانيتعومجملاربتعن

X = {1, 2, 3, 4, 6, 9}, Y = {2, 3, 4}

Yنأحضاولانم ⊂ X.

3.1 لاثم

متييتلاداوملاةعومجميفةاوتحمىلولأاةنسلايفاهسيردتمتييتلاداوملاةعومجم

.يعماجلاراسملالماكيفاهسيردت

2.1 ةظوحلم

ةيئزجةعومجميهYنأاضيألوقنYةعومجميوتحتXةعومجمنوكتامدنع

.Xنم

ةيلاخلاةعومجملا 3.1 فيرعت

.∅ـباهلزمرن.رصنعيأاهيلإيمتنيلايتلاةعومجملايهةيلاخلاةعومجملا

نيتعومجميواست 4.1 فيرعت

نمةيئزجةعومجمامهنمةدحاولكتناكاذإناتيواستمنيتعومجمنإلوقن

.ىرخلأا

(X = Y ) اذإطقفواذإ (X ⊂ Y و Y ⊂ X)

،ناتيواستمنيتعومجمنأتابثلإةداعلمعتستيتلاةقيرطلاحضويهنلامهمفيرعتلااذه

.ىرخلأايفةاوتحمنيتعومجملاىدحإنأاهيفتبثيُةلحرملك،نيتلحرميفكلذمتيذإ

4.1 لاثم

ناتعومجملانكتل

A = {x ∈ R : x3 − x = 0}, B = {−1, 0, 1}
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تاعومجملايفةيساسلأاميهافملا-1.1

Aنأتبثننأديرن = B.

Bنأتبثن:ىلولأاةلحرملا• ⊂ A.ةعومجملارصانعضيوعتيفكيكلذلBيف

p(x)دودحلاريثك = x3 − xهلروذجاهنأنمققحتلل.

xلكلجأنم:نذإبتكن ∈ Bانيدلp(x) = xلكلجأنمنأينعياذهو،0 ∈ B

xنإف ∈ A.

Bيأ،AةعومجملايفةاوتحمBةعومجملانإفهنمو ⊂ A.

Aنأتبثن:ةيناثلاةلحرملا• ⊂ B.روذجلكنأتبثنكلذلp(x) = x3 − xيمتنت

انيدل،لماوعءادجىلإpدودحلاريثكليلحتب،لاعف.Bةعومجملاىلإ

p(x) = 0 اذإطقفواذإ x(x− 1)(x+ 1) = 0

جتنتسنهنمو.Bةعومجملاىلإيمتنتاهلكو،1و0و1−دادعلأايهpروذجنذإ

Aيأ،BةعومجملايفةاوتحمAةعومجملانأ ⊂ B.

Bنأامبو ⊂ AوA ⊂ BنأنذإجتنتسنA = B.

ةوقلاةعومجم 5.1 فيرعت

تاعومجملالكمضتةديدجةعومجمليكشتنكميXةعومجملكلجأنم

ـباهلزمريوXةعومجملاةوقةعومجمةعومجملاهذهىمست.Xنمةيئزجلا

P(X).

P(X) = {S : S ⊂ X}

5.1 لاثم

Xةعومجملانكتل = {0, 1}.

P(X) = {∅, {0}, {1}, {0, 1}}

6.1 ةظوحلم

،نيتعومجمنيبةقلاعيهXوSنيبةقلاعلانإفXنمةيئزجةعومجمSتناكاذإ

Sبتكنف ⊂ X.نيبةقلاعلاامأSوP(X)بتكنو،ةعومجمورصنعنيبةقلاعيهف

S ∈ P(X).
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يقيفوتلاليلحتلا-1

نيتعومجمليتراكيدلاءادجلا 7.1 فيرعت

Xهلزمري،بيترتلااذهبYوXنيتعومجمليتراكيدلاءادجلا × Y،ةعومجموه

,x)ةبترملاتايئانثلالك y)نأثيحx ∈ Xوy ∈ Y.

X × Y = {(x, y) : x ∈ X و y ∈ Y }

6.1 لاثم

Xلجأنم = {0, Yو{1 = {a, b, c}انيدل

X × Y = {(0, a), (0, b), (0, c), (1, a), (1, b), (1, c)}

8.1 ةظوحلم

,x)نأامكف،يتراكيدلاءادجلانعثيدحلادنعبيترتلاةاعارمبجي• y) 6= (y, x)

xلجأنم 6= y،نإفX × Y 6= Y ×XلجأنمX 6= Y.

.ةرمkاهسفنيفXةعومجملليتراكيدلاءادجلاىلإزمرتXkةرابعلا•

تاعومجملاىلعتايلمعلا1.1.1

اذه.ليهاجملاوتاريغتملاراطإديدحتلاوأمتيةيتايضايرلالئاسملاىلإقرطتلادنع

.اهيفلولحلانعثحبلابجييتلاةيلكلاوأةلماشلاةعومجملالثميراطلإا

x2ةلداعملالحاندرأاذإلاثم + 2x− 3 = وههنعثحبنيذلاxلوهجملانأاقبسمملعن،0

.Rيهةيلكلاةعومجملا،ةلاحلاهذهيف.يقيقحددع

.Eـبةيلكلاةعومجمللزمرن،ةحارصةعومجملاديدحتمتيلاامدنعو،يلياميف

ةيئزجةعومجمةممتم 9.1 فيرعت

رصانعلالكمضتيتلاةعومجملايه،Xاهلزمرن،EيفXةعومجملاةممتم

.Xةعومجملاىلإيمتنتلايتلا

X = {x ∈ E : x 6∈ X}

7.1 لاثم

ربتعن

E = {n ∈ N : n < 10}, X = {0, 2, 5, 6, 8, 9}
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تاعومجملايفةيساسلأاميهافملا-1.1

XيهXةعومجملاةممتم،ةلاحلاهذهيف = {1, 3, 4, 7}.

8.1 لاثم

Eةعومجملانكتل = N،ةعومجملانكتلوA = {n ∈ N : n يدرف }.

.ةيدرفلاةيعيبطلادادعلأالثمتAةعومجملا

A = {1, 3, 5, · · · }

اذهنأينعياذهو،ايدرفنكيملاذإطقفواذإAةعومجملاىلإيمتنيلايعيبطددعنوكي

:نذإ.يجوزيعيبطوهددعلا

A = {n ∈ N : n يجوز }

تاعومجملاداحتإ 10.1 فيرعت

Xهلزمرن،YوXنيتعومجمداحتإ ∪ Y،رصانعمضتيتلاةعومجملاوه

.اعمYوXنيتعومجملا

X ∪ Y = {x : x ∈ X وأ x ∈ Y }

عطاقتلاوداحتلإاكتعومجملاىلعتايلمعلافلتخملينايبطيسبتوحيضوتوهنافجذومن

داحتلإاةيلمع،ةروكذملاتايلمعلانمةيلمعلثمييلاتلالكشلا.نيتعومجمنيبقرفلاو

.ةيلمعلالصاحةعومجملالثميلكشلانمللظملاءزجلاو،ةلاحلاهذهيف

X Y

Xنيتعومجمداحتلإنافجذومن:1.1لكش ∪ Y

9.1 لاثم

Xلجأنم = {1, 2, 3, Yو{5 = {3, 4, :انيدل{5

X ∪ Y = {1, 2, 3, 4, 5}
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يقيفوتلاليلحتلا-1

تاعومجملاعطاقت 11.1 فيرعت

Xهلزمرن،YوXنيتعومجمعطاقت ∩ Y،يتلارصانعلامضتيتلاةعومجملاوه

.اعمYوXنيتعومجملاىلإيمتنت

X ∩ Y = {x : x ∈ X و x ∈ Y }

X Y

Xنيتعومجمعطاقتلنافجذومن:1.2لكش ∩ Y

10.1 لاثم

Xلجأنم = {1, 2, 3, Yو{5 = {3, 4, X:انيدل{5 ∩ Y = {3}.

12.1 ةيضق

:نذإ،تاعومجمثلاثZوYوXنكتل

(X ∪ Y ) ∩ Z = (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z) و (X ∩ Y ) ∪ Z = (X ∪ Z) ∩ (Y ∪ Z)

ةلصفنملاتاعومجملا 13.1 فيرعت

ةعومجملايواسيامهعطاقتناكاذإناتلصفنمYوXنيتعومجملانإلوقن

Xيأ،ةيلاخلا ∩ Y = ∅.

تاعومجملاقرف 14.1 فيرعت

ةعومجملاىلإيمتنتلاوXةعومجملاىلإيمتنتيتلارصانعلامضتيتلاةعومجملا

YةعومجملاقرفىمستYةعومجملانمX،اهلزمرنوX \ Y.

X \ Y = {x : x ∈ X و x 6∈ Y }

11.1 لاثم

Xلجأنم = {1, 2, 3, Yو{5 = {3, 4, :انيدل{5

X \ Y = {1, 2} و Y \X = {4}
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ةيهتنملاتاعومجملا-1.2

X Y

Xنيتعومجمقرفلنافجذومن:1.3لكش \ Y

15.1 ةظوحلم

Xنأظحلان \ Y 6= Y \ X.ةيليدبتتسيلتاعومجملانيبقرفلاةيلمعنإلوقن،

.عطاقتلاوداحتلإايتلمعلافلاخ

ةيهتنملاتاعومجملا1.2

ةيهتنملاةعومجملا 16.1 فيرعت
.ةيهتنمةعومجميهرصانعلانمايهتنماددعيوتحتةعومجملك

12.1 لاثم

نكمي36ددعلامساوقف،لاعف.ةيهتنمةعومجميه36مسقتيتلاةيعيبطلادادعلأاةعومجم

:يتلآاكاهرصح

{1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36}

13.1 لاثم

ددعلااذهناكامهم،ناكسلانمايهتنماددعيوتحتيهفملاعلايفةنيدميأربتعنول

.ةيهتنمةعومجميهملاعلايفةنيدملكنإفكلذل.اريغصوأاريبك

14.1 لاثم

نأنكميلاذإ،ةيهتنمةعومجميهجتنييكلامعنصميفةمزلالاةيلولأاداوملاةعومجم

ةيهتنمةعومجميههتاجوتنمةعومجمنأامك.ةيلولأاداوملانمهتنمريغاددعجاتحي

.كلذك
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يقيفوتلاليلحتلا-1

ةيهتنمةعومجميلصأ 17.1 فيرعت

.|A|ـبAةعومجملايلصلأزمرن.اهرصانعددعوهةيهتنمةعومجميلصأ

15.1 لاثم

بتكننأنكميDـب36ددعلامساوقةعومجملانزمرول.9يواسي36ددعلامساوقددع

:ذئدنع

|D| = 9

16.1 لاثم

:يليامكةاطعملاAةعومجملانكتل

A = {5,−1, 0, 6, 7, 3, }

|A|وهةعومجملاهذهيلصأ = 6.

لاإاهدعبجيلاوةرركملارصانعلاىلإهابتنلإابجيةيهتنمةعومجميأيلصأباسحدنع

.ةدحاوةرم

17.1 لاثم

.59يواسياهيلصأنإفكلذل،ةيلاو59يوتحترئازجلايفتايلاولاةعومجم

18.1 لاثم

ةعومجملايلصأنأيأ،رصنعيأيوتحتلايتلاةديحولاةعومجملايه∅ةيلاخلاةعومجملا

|∅|:نذإ.رفصلايواسيةيلاخلا = 0.

18.1 ةنهربم

|A|نإفBوAنيتيهتنمنيتعومجمنيبيلباقتقيبطتدجواذإ = |B|.

19.1 لاثم

,1}ماقرلأادحألمحترئازجلاتايلاونمةيلاولك 2, . . . , قيبطتيهةقلاعلاهذه.{69

ةعومجميلصأنإفكلذل.69ىلإ1نمدادعلأاةعومجموتايلاولاةعومجمنيبيلباقت

,1}ةعومجملايلصأيواسيةيرئازجلاتايلاولا 2, . . . , .69يأ،{69

19.1 ةيضق

BثيحبنيتيهتنمنيتعومجمBوAتناكاذإ ⊂ Aنإف|B| < |A|.
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ةيهتنملاتاعومجملا-1.2

عمجلاأدبم1.2.1

عمجلاأدبم 20.1 ةنهربم

.امهييلصأعومجميواسيامهداحتإيلصأنإفنيتلصفنمنيتعومجمBوAتناكاذإ

|A ∪B| = |A|+ |B|

20.1 لاثم

.™Bentleyوأ™Audiنيتملاعلاىدحإنمةرايسيرتشنناديرن

اجذومن13مدقت™Bentleyةملاعلاو،افلتخماجذومن15مدقت™Audiةملاعلاتناكاذإ

.اهنيبنمراتخننأاننكميتارايسللافلتخماجذومن28طبضلابانيدلف،افلتخم

21.1 لاثم

نم.تابايغ6ليجستمتامنيب25وهروضحلاةبلطلاددعنأنيبت،تايضايرلاةصحيف

.31وهتايضايرلامسقةبلطددعنأجتنتسناذه

.نييلاتلانيفيرعتلاجاتحناذهل.ةيلاتلاةمزلالايفصخلتعمجلاأدبملةماعلاةلاحلا

ىنثمىنثملاصفنلإا 21.1 فيرعت

,X1تاعومجملانألوقن X2, . . . , Xnةعومجملكتناكاذإىنثمىنثمةلصفنم

.ىرخلأاتاعومجملانعةلصفنماهنم

1ثيحبjوiنييعيبطنيددعلكلجأنمهانعم ≤ i < j ≤ nنإفXi ∩Xj = ∅.

ةئزجتلا 22.1 فيرعت

,X1تاعومجملانألوقن X2, . . . , XnةعومجمللةئزجتلكشتXيليامتققحاذإ:

.ةيلاخريغيهXiةعومجملك.1

,X1تاعومجملا.2 X2, . . . , Xnىنثمىنثمةلصفنم.

,X1تاعومجملاداحتإيواستXةعومجملا.3 X2, . . . , Xn.

X =
n⋃

k=1

Xk

.عمجلاأدبملةماعلاةلاحلاةغايصنلآااننكمي
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يقيفوتلاليلحتلا-1

عمجلاأدبم 23.1 ةمزلا

,A1تاعومجملاتناكاذإ A2, . . . , AnةعومجمللةئزجتلكشتAنإف:

|A| =
n∑

k=1

|Ak|

22.1 لاثم

نيلجسملاةبلطلاددعبسحناذهل،سناسيللاروطيفنيلجسملاةبلطلاددعباسحديرن

.اهعمجنمثسناسيللاتاونسنمةنسلكيف

ةبلطلامضتىلولأاةعومجملا.ةيئزجتاعومجمىلإةبلطلاةعومجمئزجنضرغلااذهل

ةنسلايفنيلجسملاةبلطلاطقفمضتةيناثلاةعومجملاو،ىلولأاةنسلايفطقفنيلجسملا

:نأملعناذكه.سناسيللاروطنمةنسرخآىلإاذكهو،ةيناثلا

ةذهنأينعياذهو،نيتفلتخمنيتعومجميفدجاوتينأبلاطلاسفنلنكميلا•

.ىنثمىنثمةلصفنمةيئزجلاتاعومجملا

نأينعياذه.تاونسلادحأيفلاجسمنوكينأبجيسناسيللاروطيفبلاطلك•

.سناسيللاةبلطلكةعومجموهتاعومجملاداحتإ

ةبلطيلصأباسحلو.سناسيللاةبلطةعومجملةئزجتانلكشدقنوكنةقيرطلاهذهب

.تاونسلانمةنسلكلةبلطلايلصأعمج،عمجلاأدبمقيبطتب،يفكيسناسيللا

23.1 لاثم

.اعمجنمثةلودلكيفندملاددعذحأنملاعلايفةدوجوملاندملاددعباسحل

24.1 ةظوحلم

هنأامك،لئاسملاوميهافملانمديدعلاحيضوتوطيسبتيفعمجلاأدبمةيمهأنمكت

.ةدقعملاتاعومجملانمريثكلاتايلصأباسحلةطيسبةقيرطمدقي

ءاصقلإاومضلاأدبم1.2.2

تاعومجملاهذهنوكتلاامل،تاعومجمداحتإيلصأباسحةقيرطحيضوتىلإيلياميفىعسن

.ةيلاتلاةيعضولالمأتنل.ىنثمىنثمةلصفنمةرورضلاب
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ةيهتنملاتاعومجملا-1.2

ىدحإيفةنيعمةسسؤمفرطنماهعيبمتيتلاتادحولاددعباسحديرناننأضرفن

:ةيلاتلاتايطعملاانيدل.تاونسلا

،ةنسلانمريخلأاعبرلالبقةدحو750عيبمت.1

،ةنسلانملولأاعبرلادعبةدحو600عيبمت.2

.ةنسلانمثلاثلاويناثلانيعبرلاءانثأةدحو450عيبمت.3

:ةيلاتلازومرلاىلعقفتن،ةلأسملاةشقانمل

A:ةنسلالاوطاهعيبمتيتلاتادحولاةعومجم.

F:ةنسلانمريخلأاعبرلالبقاهعيبمتيتلاتادحولاةعومجم.

L:ةنسلانملولأاعبرلادعباهعيبمتيتلاتادحولاةعومجم.

M:ةنسلانمثلاثلاويناثلانيعبرلاءانثأاهعيبمتيتلاتادحولاةعومجم.

:ةيلاتلاتاعومجملايلصأنذإانيدل

|F | = 750 |M | = 450 |L| = 600

.Aةعومجملايلصأباسحوهبولطملاو

نأينعياذه.LوأFنيتعومجملاىدحإيفلقلأاىلعيهةعابمةدحولكنأملعن

A = F ∪ L.

|A|نذإلوقننأنكميله = |F |+ |L|؟

ةعومجملايواسيامهعطاقتف،AـلةئزجتنلاكشتلاLوFنيتعومجملانلأ،’لا’وهباوجلا

M،وMةيلاخةعومجمتسيل.

:نيتيلاتلانيتعومجملاربتعن

F ′ = F \M L′ = L \ L

نأاذهنمجتنتسن

Fنيتعومجملا• F|نذإ،FةعومجمللةئزجتنلاكشتMو′ | = |F ′|+ |M |.

|L|نذإ،LةعومجمللةئزجتنلاكشتMو′Lنيتعومجملا• = |L′|+ |M |.
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يقيفوتلاليلحتلا-1

Fتاعومجملانأكلذكمهملاو :نذإ.Aةعومجمللةئزجتلكشت′LوMو′

|A| = |F ′|+ |M |+ |L′|

:يليامكةريخلأاةرابعلابتكن،طيسبتلل

|A| = (|F ′|+ |M |) + (|L′|+ |M |)− |M |

نأاريخأجتنتسن

|A| = |F |+ |L| − |M | = 900

.ةدحو900عيبمتةنسلالكلاوطنأيأ

ءاصقلإاومضلاأدبم 25.1 ةنهربم

:نإفنيتيهتنمنيتعومجمBوAتناكاذإ

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

24.1 لاثم

.3تافعاضمنموأ2تافعاضمنميهيتلاو300نمرغصلأاةيعيبطلادادعلأادعديرن

رغصلأا3تافعاضمةعومجملزمرنو.Pـب300نمرغصلأا2تافعاضمةعومجملزمرن

.Tـب300نم

p:ثيحب2pلكشلاىلعبتكتPةعومجملارصانع ∈ {0, 1, . . . , P|نأجتنتسن.{149 | = 150.

p:ثيحب3pلكشلاىلعبتكتTةعومجملارصانع ∈ {0, 1, . . . , T|نأجتنتسن.{99 | = 100.

Pامهعطاقتنأذإ،نيتلصفنماتسيلTوPناتعومجملا ∩ Tرغصلأاةيعيبطلادادعلاامضي

Pنأيأ.دحاونآيف3و2تافعاضمنميهيتلاو300نم ∩ Tدادعلأاةعومجميه

.6تافعاضمنميهيتلاو300نمرغصلأاةيعيبطلا

Pةعومجملارصانع ∩ T6لكشلاىلعنذإبتكتpثيحب:p ∈ {0, 1, . . . , نأجتنتسن.{49

|P | = 50.

:نأجتنتسنءاصقلإاومضلادبمقيبطتب

|P ∪ T | = |P |+ |T | − |P ∩ T | = 200

.3ـلوأ2ـلفعاضموهو300نمرغصأددع200دجوينذإ

تاعومجملانميفيكددعانيدلنوكياملءاصقلإاومضلاأدبمميمعتنكمي،عجارتلالامعتساب

.طقفنيتعومجمنملادب
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ةيهتنملاتاعومجملا-1.2

,A1نكتل A2, . . . , Anةيهتنمتاعومجم.

Iةعومجملاربتعن = {1, 2, . . . , n}،يعيبطددعلكلجأنموk ∈ I،ـبزمرنIkلكىلإ

,1}نمةيئزجةعومجم 2, . . . , n}يواسياهيلصأيتلاوk.

.ةماعلاهتلاحيفءاصقلإاومضلاأدبمصخلتةيلاتلاةيرظنلا

ءاصقلإاومضلاأدبم 26.1 ةنهربم

∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ = ∑
Ik⊂I

(−1)k−1

∣∣∣∣∣⋂
i∈Ik

Ai

∣∣∣∣∣
25.1 لاثم

وةيزيلجنلإاةغللانقتيابلاط50وةيبرعلاةغللانقتيابلاط75،ةبلطلانمةعومجميف

.ةيسنرفلاةغللانقتيابلاط60

نونقتينيذلاةبلطلاددعامنيب55يواسيلقلأاىلعنيتغلنونقتينيذلاةبلطلاددعناكاذإ

75يواسيةبلطلليلكلاددعلانإف40يواسياعمثلاثلاتاغللا + 50 + 60− 55 + 45 = 175.

:ىلعتاعومجمداحتإدعيفءاصقلإاومضلاأدبمدمتعي

مث،تاعومجملالكىلإيمتنتيتلارصانعلالكمض.1

مث،طبضلابنيتفلتخمنيتعومجمعطاقتىلإيمتنتيتلارصانعلالكءاصقإ.2

مث،طبضلابتاعومجمثلاثعطاقتىلإيمتنتيتلارصانعلالكمض.3

،طبضلابةفلتخمتاعومجمعبرأعطاقتىلإيمتنتيتلارصانعلالكءاصقإ.4

.ةيلاخةعومجمتاعطاقتلالكحبصتنأىلإكيلاوداذكهو.5

ءادجلاأدبم1.2.3

.ةيهتنمتاعومجمءادجيلصأباسحمتيفيكيلياميفررقن

ءادجلاأدبم 27.1 ةنهربم

|A×B|:نإفنيتيهتنمنيتعومجمBوAتناكاذإ = |A| × |B|.

26.1 لاثم
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يقيفوتلاليلحتلا-1

Aناتعومجملانكتل = {a, b, c}, X = {x, y}.نذإ:

A×X = {(a, x), (a, y), (b, x), (b, y), (c, x), (c, y)}

|A×X|:نأظحلان = 6 = |A| × |X|.

.نيتعومجمنمرثكأانيدلنوكياملءادجلاأدبمممعننأ،عجارتلاب،عيطتسن

ءادجلاادبم 28.1 ةنهربم

,A1تناكاذإ A2, . . . , Anنإفةيهتنمتاعومجم:

|A1 × A2 × · · · × An| = |A1| × |A2| × · · · × |An|

يقيفوتلاباسحلا1.3

Aةيهتنملاةعومجملاربتعن = {a1, a2, . . . , an}.نذإاهيلصأ|A| = n.

دعوهفدهلاو.Aةعومجملانمةرركتمبوحسلامعتسابةديدجرصانعلكشننأديرن

:نيرملأهبتنننأانيلعكلذل.ةديدجلارصانعلاهذه

؟تارمةدعAةعومجملانمرصنعلاسفنبحسنكميلهيأ؟حومسمراركتلاله•

فلتخمبيترتبنكلوAةعومجملانمرصانعلاسفنبحسلهيأ؟مهمبيترتلاله•

؟ةفلتخمةديدجرصانعىلإيدؤي

.pهلزمرنيعيبطددعوهبحسلاباهيفموقنيتلاتارملاددع

مئاوقلا1.3.1

ةمئاقلا 29.1 فيرعت

,x1)رصنعلكرصنعnتاذAةعومجملانمرصنعpتاذةمئاقيمسن x2, . . . , xp)

.Apةعومجملانم

27.1 لاثم

7تاذةمئاقيه”تايضاير”لاثم.ةيدجبلأافورحلانمةفلؤمةمئاقلكةملكيمسن

.)ءاجهلافورحةعومجم(افرح28تاذةعومجمنمفرحأ
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يقيفوتلاباسحلا-1.3

28.1 لاثم

.PINيصخشلافيرعتلاددعبةقفرمةيكنبلاةقاطبلاىلإجاتحتيللآافارصلالامعتسلا

.ماقرأةعبرأنمنوكتيددعوهPINزمرلا

ةعومجم(رصانعةرشعتاذةعومجمنمرصانععبراتاذةمئاقوهPINزمرلكنذإ

.)9ىلإ0نمماقرلأا

مئاوقلاددع 30.1 ةنهربم

.npيواسيرصنعnتاذةعومجمنمرصنعpتاذمئاوقلاددع

30.1 ناـهربلا

هذهيلصأوهةفلتخملامئاوقلاددعنإف،Apيتراكيدلاءادجلارصانعلثمتمئاوقلانأامب

.ةعومجملا

|Ap|وهمئاوقلاددعنأجتنتسن،28.1ةنهربملا،ءادجلاأدبملامعتساب = |A|p = np.

29.1 لاثم

263وهةينيتلافورحثلاثنمنوكتتيتلاةفلتخملاتاملكلاددع = 17576.

30.1 لاثم

104وهماقرأةعبرأنمةفلؤمةيرسةملكلةفلتخملازومرلاددع = 10000.

31.1 ةظوحلم

ةيلمعpـبمايقلادنعرصنعnتاذAةعومجمنمرصنعpتاذمئاوقلاىلعلصحن

:ثيحبAةعومجملارصانعلبحس

،ةرملكيفبوحسملارصنعلابيترتةاعارمبجي•

يفىرخأةرمهبحسنكميىتحةرشابمهبحسدعبرصنعلكةداعإبجي•

.ةلبقملابحسلاتايلمع
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يقيفوتلاليلحتلا-1

تلايدبتلاوتابيترتلا1.3.2

يلماعلا 32.1 فيرعت

nيعيبطددعلكلجأنم > لكءادجلصاحب،!nـبهلزمرنو،nيلماعفرعن0

.nىلإ1نمةيعيبطلادادعلأا

n! = 1× 2× · · · × n

nناكاذإ = !0نإف0 = 1.

33.1 ةيضق

nيعيبطددعلكلجأنم > :انيدل0

n! = n× (n− 1)!

ةبيترتلا 34.1 فيرعت
رصانعpتاذةمئاقلكرصنعnتاذةعومجمنمرصنعpتاذةبيترتيمسن

.رصنعnتاذةعومجمنمىنثمىنثمةفلتخم

ينعياذه،ىنثمىنثمةفلتخمةبيترتلارصانعنأيفنافلاتخيةمئاقلاوةبيترتلايموهفم

.ةدحاوةرملاإرهظينأنكميلاةبيترتلايفرصنعلكنأ

31.1 لاثم

تاذماقرلأاةعومجمنمرصنعpتاذمئاوقمقرpنمةفلؤملادادعلأالكربتعننأنكمي

كلذبنوكيددعلانإفىنثمىنثمةفلتخمماقرلأاتناكاماذإةلاحيف.رصانعرشعلا

.رصانعرشعتاذةعومجمنمرصنعpتاذةبيترت

35.1 ةظوحلم

ةعومجمنمرصنعpتاذتابيترتللنوكيىتحوىنثمىنثمرصانعلافلاتخاطرشعم

1نوكينأبجيىزغمرصنعnتاذ ≤ p ≤ n.

ةليدبتلا 36.1 فيرعت
.ةعومجملاهذهنمرصنعnتاذةبيترتلكرصنعnتاذةعومجملةليدبتيمسن

32.1 لاثم

.دحاوفصيفةعوضومدعاقمةسمخىلعسولجلانوديريصاخشأةسمخنأضرفن
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يقيفوتلاباسحلا-1.3

.ةليدبتربتعتدعاقملاىلعصاخشلأاسولجلةقيرطلك

تلايدبتلاددع 37.1 ةنهربم

.!nيواسيرصنعnتاذةعومجملتلايدبتلاددع

37.1 ناـهربلا
:ثيحببحسةيلمعnـبموقنرصنعnتاذةعومجمنمةليدبتىلعلوصحلل

،بوحسمرصنعلكبيترتبمتهن•

.ةبوحسملارصانعلاعجرنلا•

نذإ

،ةفلتخمةجيتنnىلعلوصحلانكميىلولأابحسلاةيلمعيف•

−nىلعلوصحلانكمييناثلارصنعللبحسلاةيلمعيف• ،ةفلتخمةجيتن1

−nىلعلوصحلانكميثلاثلارصنعللبحسلاةيلمعيف• ،ةفلتخمةجيتن2

ادحاوارصنعلاإىقبينلنيأnمقرةريخلأابحسلاةيلمعىتحكيلاوداذكهو•

.هراتخنل

:دجنلةعباتتملابحسلاتايلمعىلعءادجلاأدبمقبطنةفلتخملاجئاتنلاددعةفرعمل

n× (n− 1)× (n− 2)× · · · × 1 = n!

33.1 لاثم

ةسمختاذتلايدبتلاددعوهدحاوفصيفصاخشأةسمخسولجلةفلتخملاقرطلاددع

!5يواسيورصانع = 120.

34.1 لاثم

وهمهلوخدلةفلتخملاقرطلاددع.رخلآاىولتدحاولاةعاقلاىلإصاخشأةثلاثلخدي

!3يأ،رصانعةثلاثتاذتلايدبتلاددع = .ةفلتخمقرط6

تابيترتلاددع 38.1 ةنهربم

يواسيرصنعnتاذةعومجمنمرصنعpتاذتابيترتلاددع
n!

(n− p)!
.
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يقيفوتلاليلحتلا-1

38.1 ناـهربلا

يأرايتخانكميلاثيحبرصنعnمضتةعومجمنميلاوتلاىلعرصنعpراتخننأديرن

:نذإ.ةدحاوةرمنمرثكأرصنع

،ةفلتخمةجيتنnانيدللولأارصنعلارايتخلا•

−nانيدلحبصي،لولأارصنعلاءاصقإدعبو،يناثلارصنعلارايتخلامث• ةجيتن1

،ةفلتخم

ةجيتنn−p+1انلنوكيسنيأpةبترلاوذرصنعلارايتخاىلإلصنىتحاذكهو•

.ةفلتخم

نودبويلاوتلاىلعرصنعpرايتخلاةفلتخملاتلااحلاددعنأدجنءادجلاأدبمقيبطتب

:يواسيرصنعnتاذةعومجمنمعاجرإ

n×(n−1)×· · ·×(n−p+1) =
n× (n− 1)× · · · × (n− p+ 1)× (n− p)× (n− p− 1)× · · · × 1

(n− p)× (n− p− 1)× · · · × 1

ةعومجمنمرصنعpتاذتابيترتلاددعنأدجنةريخلأاةرابعلايفماقملاوطسبلاطيسبتب

يواسيرصنعnتاذ
n!

(n− p)!
.

35.1 لاثم

يواسيلاماع29يوتحتةكرشيفنيمأوسيئربئانوسيئررايتخلاةفلتخملاتلااحلاددع

×29يأ،ارصنع29تاذةعومجمنمرصانعةثلاثتاذتابيترتلاددع 28× 17 = 21924.

تاقيفوتلا1.3.3

ةقيفوتلا 39.1 فيرعت

ةيئزجةعومجملكرصنعnتاذAةعومجمنمرصنعpتاذةقيفوتيمسن

S ⊂ Aثيحب|S| = p.

.pيواسياهيلصأةيئزجةعومجمةطاسببيهرصنعpتاذةقيفوتلانأىرنىرخأةغيصب

.رصنعnتاذةعومجمنمرصنعpتاذتاقيفوتلاددعيطعتةيلاتلاةيرظنلا
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يقيفوتلاباسحلا-1.3

تاقيفوتلاددع 40.1 ةنهربم
وهرصنعnتاذةعومجمنمرصنعpتاذتاقيفوتلاددع (

n

p

)
=

n!

p!(n− p)!

زمرلا
(
n
p

)
.pرايتخإnأرقي

40.1 ناـهربلا

يواسيرصنعnتاذةعومجمنمرصنعpتاذتابيترتلاددعنأملعن
n!

(n− p)!
.

سفنلثمتةفلتخمتابيترتكانهنكل،رصنعpتاذةقيفوتلثمترصنعpتاذةبيترتلك

.ةقيفوتلا

اهليتلاتابيترتلالكىلعلصحناننإفةقيفوتلاسفنلتلايدبتلالكانذخأول،طبضلاب

.ةقيفوتلاهذهرصانعسفن

.!pيواسيرصنعpتاذةدحاولاةقيفوتلالثمتيتلاتابيترتلاددعنذإ

×!pنأجتنتسناذهنم
(
n

p

)
=

n!

(n− p)!
هنمو.

(
n

p

)
=

n!

p!(n− p)!

36.1 لاثم

تاذتاقيفوتلاددعوهصاخشأةرشعلءاقليفصاخشأةثلاثبيغتلةفلتخملاتلااحلاددع

)يواسيورصانعةرشعتاذةعومجمنمرصانعةثلاث
10

3

)
=

10!

3!7!
= 120

37.1 لاثم

ةفلتخملاتلااحلاددع.ةلثامتمتايركعبسيوتحيسيكنمدحاونآيفنيتيركبحسن

يأ،رصانعةعبستاذةعومجمنمنيرصنعتاذتاقيفوتلاددعوه
(
7
2

)
= 21.

41.1 ةيضق

pنييعيبطنيددعلكلجأنم < nانيدل:(
n

p

)
=

(
n

n− p

)
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يقيفوتلاليلحتلا-1

41.1 ناـهربلا

ةرابعنمرشابمولهسةيضقلاهذهتابثإ
(
n
p

)
.

ةعومجمنمرصنعpرايتخاف.ةقيفوتلاموهفملامعتسابكلذكةرابعلاهذهتابثإنكمي

nكرتىلإيدؤيرصنعnتاذ − pرايتخاكامامتوه،رصنعn − pةعومجمنمرصنع

.رصنعpكرتورصنعnتاذ

42.1 ةظوحلم

:يليامببحسلاتايلمعيفتاقيفوتلازيمتت

،اهبحسدعبةعومجملاىلإرصانعلاعاجرإمتيلا•

.رخلآالبقهبحسمتاهيأرصانعلابيترتمهيلا•

.دحاونآيفرصانعلابحسعمامامتقفاوتياذهو

دحلايئانثروتسد1.3.4

ةرابعلاروشنمةغيصىلإلصوتننأديرن.يعيبطددعnونييقيقحنيددعyوxنكيل

(x+ y)n.ةيلاتلاةئطوتلاىلإكلذلجاتحن.

43.1 ةيضق

pنييعيبطنيددعلكلجأنم ≤ nانيدل:(
n+ 1

p

)
=

(
n

p− 1

)
+

(
n

p

)

43.1 ناـهربلا

.ةرابعلاهذهتابثلإنيتفلتخمنيتقيرطيلياميفمدقن

.تاماقملاديحوتويلماعلاباسحىلعدمتعتةينقتةقيرطيه:ىلولأاةقيرطلا

)انيدلديكأتلاب
n+ 1

p

)
=

(n+ 1)!

p!× (n+ 1− p)!
=

(n+ 1)× n!

p!× (n+ 1− p)!

+n)بتكن 1) = (n+ 1− p) + pىلعلصحن(
n+ 1

p

)
=

(n+ 1− p)× n!

p!× (n+ 1− p)!
+

p× n!

p!× (n+ 1− p)!
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يقيفوتلاباسحلا-1.3

ىلعلصحنلازتخلإاعم،33.1ةيضقلارظنأ،نيماقملايفيلماعلاةيصاخلمعتسن (
n+ 1

p

)
=

n!

p!× (n− p)!
+

n!

(p− 1)!× (n+ 1− p)!

.بولطملاوهو

.تاعومجملايفدعلاىلعدمتعت:ةيناثلاةقيرطلا

،ديكأتلاب
(n+ 1

p
)

ةيئزجتاعومجميهيتلاوpيواسياهيلصأيتلاتاعومجملاددعلثمي

+nاهيلصأةعومجمنم 1.

نيتلاحانيدلpاهيلصأةيئزجةعومجمليكشتل.رصانعلالكنيبنمxارصنعربتعن

:نيتلصفنم

ةعومجملاهذهمامتلإوةلاحلاهذهيف،ةيئزجلاةعومجملاىلإيمتنيxرصنعلا•

pرايتخاانيلعنيعتي − ةفلتخملاتاعومجملاددع.رصنعnنيبنمرصنع1

نذإ
(

n
p−1

)
.

رايتخاانيلعنيعتيةلاحلاهذهيفو،ةيئزجلاةعومجملاىلإيمتنيلاxرصنعلا•

ىلعلصحناهدنع.رصنعnنمضنمرصانعلالك
(
n
p

)
.ةفلتخمةعومجم.

)بولطملاىلإلصوتنعمجلاأدبملامعتساب
n+ 1

p

)
=

(
n

p− 1

)
+

(
n

p

)

دحلايئانثروتسد 44.1 ةنهربم

pنييعيبطنيددعلكوyوxنييقيقحنيددعلكلجأنم ≤ nانيدل

(x+ y)n =
n∑

p=0

(
n

p

)
xn−p · yp

44.1 ناـهربلا
.ناهربللنيتفلتخمنيتقيرطيلياميفضرعن

.عجارتلالامعتساب:ىلولأاةقيرطلا

ةيصاخلا،nيعيبطددعلكلجأنم،فرعن

P (n) : (x+ y)n =
n∑

p=0

(
n

p

)
xn−p · yp
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يقيفوتلاليلحتلا-1

Pةحصنمققحتن:ءدبلا• انيدللاعف.(0)

(x+ y)0 =
0∑

p=0

(
0

p

)
x0−p · yp

+x)نلأ y)0 = و1
∑0

p=0

(
0
p

)
x0−p · yp =

(
0
0

)
x0 · y0 = 1.

Pنأضرفن:ةثارولا• (n)يعيبطلاددعلالجأنمةحيحصn،يأ

(x+ y)n =
n∑

p=0

(
n

p

)
xn−p · yp

Pنأنيبنو (n+ يأ،ةحيحص(1

(x+ y)n+1 =
n+1∑
p=0

(
n+ 1

p

)
xn+1−p · yp

+x)نأامب y)n+1 = (x+ y)× (x+ y)n = x× (x+ y)n+ y× (x+ y)nلامعتسابو

:بتكنعجارتلاةيضرف

(x+ y)n+1 = x×
n∑

p=0

(
n

p

)
xn−p · yp + y ×

n∑
p=0

(
n

p

)
xn−p · yp

:دجنرشنلابمايقلاب

(1) (x+ y)n+1 =
n∑

p=0

(
n

p

)
xn+1−p · yp +

n∑
p=0

(
n

p

)
xn−p · yp+1

:يليامكامهجلاعننيدحيوتحيةلداعملاهذهنمنميلأافرطلا

n∑
p=0

(
n

p

)
xn+1−p · yp =

(
n

0

)
xn+1y0 +

n∑
p=1

(
n

p

)
xn+1−p · yp

=

(
n+ 1

0

)
xn+1y0 +

n∑
p=1

(
n

p

)
xn+1−p · yp

نلأ
(
n
0

)
= 1 =

(
n+1
0

)
.

n∑
p=0

(
n

p

)
xn−p · yp+1 =

n−1∑
p=0

(
n

p

)
xn−p · yp+1 +

(
n

n

)
x0yn+1

=
n−1∑
p=0

(
n

p

)
xn−p · yp+1 +

(
n+ 1

n+ 1

)
x0yn+1

نلأ
(
n
n

)
= 1 =

(
n+1
n+1

)
.
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يقيفوتلاباسحلا-1.3

qريغتملاليدبتلامعتساب = p+ :يليامكريخلأاعومجملابتكن1

n−1∑
p=0

(
n

p

)
xn−p · yp+1 =

n∑
q=1

(
n

q − 1

)
xn+1−q · yq

هنمو

n∑
p=0

(
n

p

)
xn−p · yp+1 =

n∑
p=1

(
n

p− 1

)
xn+1−p · yp +

(
n+ 1

n+ 1

)
x0yn+1

:نذإبتكنو(1)ةرابعلاىلإدوعن

(x+ y)n+1 =

(
n+ 1

0

)
xn+1y0 +

n∑
p=1

(
n

p

)
xn+1−p · yp

+
n∑

p=1

(
n

p− 1

)
xn+1−p · yp +

(
n+ 1

n+ 1

)
x0yn+1

:بتكنةهباشتملادودحلاعمجوطيسبتلادعب

(x+y)n+1 =

(
n+ 1

0

)
xn+1y0+

n∑
p=1

[(
n

p

)
+

(
n

p− 1

)]
xn+1−p·yp+

(
n+ 1

n+ 1

)
x0yn+1

بتكننأنكمي43.1ةيضقلالامعتساب

(x+ y)n+1 =

(
n+ 1

0

)
xn+1y0 +

n∑
p=1

(
n+ 1

p

)
xn+1−p · yp +

(
n+ 1

n+ 1

)
x0yn+1

اندجودقلةرصتخمةرابعب

(x+ y)n+1 =
n+1∑
p=0

(
n+ 1

p

)
xn+1−p · yp

Pنأيأ (n+ .ةحيحص(1

نأنذإجتنتسناذهنم

(x+ y)n =
n∑

p=0

(
n

p

)
xn−p · yp

.nيعيبطددعلكلجأنم

.تاعومجملايفدعلالامعتساب:ةيناثلاةقيرطلا

x)روشنمنأاملع + y)nلكشلانمدودحلاعومجمنعةرابعوهxq · ypثيحp + q = n،

xn−pلكشلانمدودحلايأ · ypدحلالماعمنأنيبننأيفكيفxn−p · ypروشنملااذهيف

وه
(
n
p

)
.
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يقيفوتلاليلحتلا-1

+x)نأملعن y)nءادجنعةرابعوهnلكشلانمدحx+ y.نمنإفءادجلااذهرشندنع

xn−pدحلالكشن.yامإوxامإذخأمتيدحلك · ypرايتخابءادجلااذهنمpذخأندح

طبضلابانيدلنوكياهدنع.xاهنمذخأيدودحلايقابوyاهنم
(
n
p

)
.فلتخمرايتخإ

ىلعلصحنىرخأةرابعب
(
n
p

)
xn−pلكشلانمدح · yqرشندعب(x + y)n.هذهعمجدعب

اهلماعمىلعلصحنةهباشتملادودحلا
(
n
p

)
.

38.1 لاثم

ةريهشلاةرابعلاانيدل

(x+ y)2 =

(
2

0

)
x2−0y0 +

(
2

1

)
x2−1 · y1 +

(
2

2

)
x2−2 · y2 = x2 + 2 · xy + y2

يددعلاثلثملا1.3.5

تايلمعىلعدامتعلإابدحلايئانثتلاماعمجاتنتسابحمستةينايبةقيرطوهيددعلاثلثملا

قلعتتةنيعمةجردىلإدحلايئانثروشنملثمييددعلاثلثملانمرطسلك.ةطيسب

.رطسلاةبترمب

x)ةرابعلاروشنمتلاماعمعضنلولأارطسلايف + y)0،نمنوكتيرطسلااذهنإفكلذل

روشنمنماهيلعلصحنيتلاتلاماعملاعضنيناثلارطسلايفامنيب.1وهدحاوددع

+x)ةرابعلا y)1،1عضنيناثلارطسلايفيأ 1.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

يددعلاثلثملا:1.4لكش
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ةبترملاتائزجتلا-1.4

ءاشنلإ،لاثم.33.1ةيضقلاةجيتنىلعدامتعلإابىرخلأارطسلأاىلإيددعلاثلثملاءلممتي

+x)ةرابعلاروشنمتلاماعمةفاضإبجيثلاثلارطسلاىلإيددعلاثلثملا y)2ثلثملاىلإ

:ةيلاتلاتاوطخلاعابتابتلاماعملاهذهجتنتسن.قباسلايددعلا

،1ددعلابامئادرطسلايفرطتلاماعمءلممتي.1

.هقوفناعقينيذللانيلماعملاعومجميواسيلماعملك.2

ةبترملاتائزجتلا1.4

|A|اهيلصأنكيلوةعومجمAنكتل = n.نكيلpوqثيحبنييعيبطنيددعp+ q = n.

,A1}ةنكمملاتائزجتلالكدعدون A2}ةعومجمللAثيحب|A1| = pو|A2| = q.

45.1 ةيضق

,A1}ىلإAةعومجملاتائزجتددع A2}ثيحب|A1| = pو|A2| = qيواسي
(
n

p

)
.

45.1 ناـهربلا

رصنعpتاذتاقيفوتلاددعوهباوجلا؟A1ةعومجملارايتخانكميةفلتخمةقيرطمكب

يأ،رصنعnتاذةعومجمنم
(
n
p

)
.

nانلىقبيA1ةعومجملارصانعرايتخادعب − pرصانعاهنمراتخننأبجيارصنع

انيدلةقيرطلاسفنب.A2ةعومجملا
(
n−p
q

)
.A2ةعومجملارايتخلاةفلتخمةقيرط

يواسيAةعومجمللةفلتخملاتائزجتلاددعنأجتنتسنءادجلاةدعاقلامعتساب (
n

p

)
×
(
n− p

q

)
pنأاملع + q = nنإف

(
n−p
q

)
= ىلإAةعومجمللةفلتخملاتائزجتلاددعهنمو.1

|A1|ثيحبA2وA1نيتعومجم = pو|A2| = qيواسي
(
n

p

)
.

,n1ةيعيبطلادادعلأانكتل n2, . . . , nrثيحبn1 + n2 + · · ·+ nr = n.

,A1}لكشلانمAةعومجملاتائزجتددعبنلآامتهن A2, . . . , Ar}ققحتيتلاو

|A1| = n1, |A2| = n2, . . . , |Ar| = nr
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يقيفوتلاليلحتلا-1

46.1 ةيضق

,A1}ةبترملاتائزجتلاددع A2, . . . , Ar}ةعومجمللAققحتيتلاو

|A1| = n1, |A2| = n2, . . . , |Ar| = nr

ددعلاوه
(

n
n1,n2,...,nr

)
):ةرابعلابفرعملا

n

n1, n2, . . . , nr

)
=

n!

n1!× n2!× · · · × nr!

46.1 ناـهربلا

.ةيئزجةعومجملكرايتخلاةفلتخملاقرطلادعبموقن

وهباوجلا؟A1ةعومجملارصانعرايتخإنكميةفلتخمةقيرطمكب•
(
n
n1

)
.

−nنذإىقبت• n1رايتخلاةفلتخملاقرطلاددعوهام،رصانعلاهذهنم.رصنع

وهباوجلا؟A2ةعومجملارصانع
(
n−n1

n2

)
.

ةعومجملالكشنسةيقبتملارصانعلاهذهنم،رصنعn−n1−n2ىقبتيكلذدعب•

A3،انيدلكلذلو
(
n−n1−n2

n3

)
.ةفلتخمةقيرط

−nنمArةعومجملارصانعرايتخاىلإلصننأىلإةيلمعلاهذهرركن• n1 −

· · · − nr−1يقبتمرصنع.

)يواسيةبترملاتائزجتلاددعنأجتنتسنءادجلاأدبملامعتساب
n

n1

)
×
(
n− n1

n2

)
× · · · ×

(
n− n1 − · · · − nr−1

nr

)
دجنةرابعلاهذهدودحطيسبتب

n!

n1!× (n− n1)!
× (n− n1)!

n2!× (n− n1 − n2)!
× · · · × (n− n1 − · · · − nr−1)!

nr!× (n− n1 − · · · − nr)!

−n)نأامبو،اهبمايقلانكميةرركتمتلاازتخإكانهنأظحلان n1 − · · · − nr)! = 0! = 1

ةطاسبببتكتةريخلأاةرابعلانإف

n!

n1!× n2! · · · × nr!

)بتكتةرابعلاهذه
n

n1, n2, . . . , nr

)
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ةبترملاتائزجتلا-1.4

47.1 ةظوحلم

عجارتلاأدبملامعتسابكلذوةمارصرثكأىرخأةقيرطب46.1ةيضقلاتابثإنكمي

.rةئزجتلارصانعددعىلع

دودحلاددعتمروتسد1.4.1

دودحلاددعتمروتسد 48.1 ةنهربم

,x1ةيقيقحدادعألكلجأنم x2, . . . , xkيعيبطددعلكوnانيدل

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
n =

p1+p2+···+pk=n∑
p1=0,p2=0,...,pk=0

(
n

p1, p2, . . . , pk

)
xp1
1 · xp2

2 · · · xpk
k

دودحلايثلاثروتسد 49.1 ةمزلا

,xةيقيقحدادعألكلجأنم y, zيعيبطددعلكوnانيدل

(2) (x+ y + z)n =

p+q+r=n∑
p=0,q=0,r=0

(
n

p, q, r

)
xp · yq · zr

39.1 لاثم

+x)ةرابعلارشنديرن y + z)2.لجأنم(2)روتسدلاقيبطتبn = بتكن2

(x+ y + z)2 =

p+q+r=2∑
p=0,q=0,r=0

(
2

p, q, r

)
xp · yq · zr

):ةيلاتلاتلاماعملاانيدل
2

2, 0, 0

)
=

(
2

0, 2, 0

)
=

(
2

0, 0, 2

)
= 1(

2

1, 1, 0

)
=

(
2

1, 0, 1

)
=

(
2

1, 1, 0

)
=

(
2

0, 1, 1

)
= 2

نذإ

(x+ y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2(xy + xz + yz)

40.1 لاثم
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يقيفوتلاليلحتلا-1

+x)ةرابعلارشنل y + z)3بتكنودودحلايثلاثروتسدقبطن

(x+ y + z)3 =

p+q+r=3∑
p=0,q=0,r=0

(
3

p, q, r

)
xpyazr

):ةيلاتلادودحلاددعتمتلاماعمانيدلو
3

3, 0, 0

)
=

(
3

0, 3, 0

)
=

(
3

0, 0, 3

)
= 1(

3

2, 1, 0

)
=

(
3

2, 0, 1

)
=

(
3

1, 2, 0

)
=

(
3

1, 0, 2

)
=

(
3

0, 2, 1

)
=

(
3

0, 1, 2

)
= 3(

3

1, 1, 1

)
= 6

نذإ

(x+ y + z)3 = x3 + y3 + z3 + 3(x2y + x2z + xy2 + xz2 + y2z + yz2) + 6xyz

تاقيبطتونيرامت1.5

نأXةعومجميألجأنمتبثأ1.1.

• X ∩X = ∅ • X ∪X = E

نأتبثأ،نيتعومجمYوXنكتل2.1.

X \ Y = X ∩ Y

:نيتيلاتلاناغروميداتقلاعتبثأ،نيتعومجمYوXنكتل3.1.

• X ∩ Y = X ∪ Y • X ∪ Y = X ∩ Y

.ةيلاتلاتاباسحلاطسب4.1.

1.10!

7!× 5!

2.9!

4!× 5!

3.6! + 7!

2!× 3!× 4!

4.
(
10

7

)
×
(
7

5

)
×
(
5

3

)
.5.1

×2ةيلاتلاةرابعلاطسب.1 4× 6× · · · × 100.

×1ةرابعللاطيسبتجتنتسإ.2 3× 5× · · · × 99.

ةيلاتلاتلاداعملاNيفلح6.1.
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تاقيبطتونيرامت-1.5

1.
(
10

3n

)
=

(
10

n+ 2

)

2.
(
10

3n

)
=

(
10

n− 2

)

3.
(
n

2

)
=

(
n− 1

2

)
+

(
6

2

)

4.
(
n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

3

)
=

5n

2
+ 1

5.
(
n

3

)
+

(
n

2

)
= 8n

6.
(

n

n− 2

)
= 45

.نيناحتمإدحأيفحجنينأحشرتملاىلعبجيةقباسمزايتجلا7.1.

نيقباستم10و،يناثلاناحتملإايفحجناقباستم18و،لولأاناحتملإايفحجناقباستم15نأملعن

؟ةقباسملازايتجايفحجناقباستممكف.نيناحتملإالاكيفاوحجن

نأتبثأ8.1.

|A ∪ B ∪ C| = |A| + |B| + |C| − (|A ∩B|+ |A ∩ C|+ |B ∩ C|) + |A ∩ B ∩ C|

.ةيلاتلاتايطعملاانيدل.مايلأادحأيفةيئادتبلإاسرادملاىدحلإتابايغلاوروضحلاءاصحإمت9.1.

.%90يهةيحابصلاةرتفلايفروضحلاةبسن•

.%80يهةيئاسملاةرتفلايفروضحلاةبسن•

.%75يهمويلاكلذلاوطروضحلاةبسن•

.30وهمويلاكلذلاوطتابايغلاددع•

؟مويلاكلذلروضحلاددعمك

Sةعومجملانمزومر5نمنوكتتةيرسةملكليكشتديرن10.1. = {A,B,C, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.

.اماقرأنوكتنأبجيفةيقبتملازومرلاامأ،افرحنوكينأبجيةيرسلاةملكلانملولأازمرلا

؟ةنكمملاةيرسلاتاملكلالكدادعتوهام.1

؟BوأAلولأازمرلااهيفنوكييتلاةيرسلاتاملكلادادعتوهام.2

؟ىنثمىنثماهزومرفلتختيتلاةيرسلاتاملكلادادعتوهام.3

؟زومرللتاراركتاهيفيتلاةيرسلاتاملكلادادعتوهام.4

:ةيلاتلاتاقلاعلانمققحت11.1.

1.
(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= 2n

2.
(
n

0

)
−
(
n

1

)
+ · · · ±

(
n

n

)
= 0

3.
(
n

p

)
=

(
n− 1

p− 1

)
+

(
n− 1

p

)

4.
(
n

p

)
=

(
n− 2

p− 2

)
+ 2 ×

(
n− 2

p− 1

)
+
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يقيفوتلاليلحتلا-1

(
n− 2

p

)

.12.1

.رشاعلارطسلاىلإيددعلاثلثملائشنأ.1

+x)نيدحلايئانثروشنمجتنتسإ.2 1)9.

؟ظحلاتاذام.يددعلاثلثملانمرطسلكيفتلاماعملاعومجمبسحأ.3

.دحلايئانثروتسدتبثأ،عجارتلابناهربلالامعتساب13.1.

,0}نمماقرأةثلاثبامعتساببتكتيتلادادعلأالكةعومجمربتعن14.1. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

؟ةعومجملاهذهيلصأوهام.1

:ةعومجملاهذهيلصأوهام.2

؟ىنثمىنثمةزيامتمةلمعتسملاماقرلأاتناكاذإ)ا

؟ىنثمىنثمةزيامتمةلمعتسملاماقرلأاوةيجوزدادعلأاتناكاذإ)ب

؟7ىلعةمسقلالبقتلادادعلأاتناكاذإ)ج

.ةيدجبلأافرحلأانمةفلؤمةمئاقلكةملكيمسن15.1.

؟طقفنافرحاهيفةيدجبأيففرحأ7تاذتاملكلادادعتوهام.1

؟<INTERNET>ةملكلافرحألامعتساباهفيلأتنكمييتلاتاملكلادادعتوهام.2

BةطقنلاىلإAةطقنلانملقتنينأصخشديري،هاندأةثلاثلالاكشلأانملكشلكيف16.1.

.ةوطخلكيفلاامشامإوانيميامإةوطخةوطخكرحتلاهنكميثيح،ةلثمملاةكبشلاىلعدامتعلإاب

A

B

C

ثلاثلالكشلا A

B

T

يناثلالكشلا A

B

لولأالكشلا

ىلإAةطقنلانملاقتنلإانمهنكمتيتلاةفلتخملاقرطلادادعتوهام،لولأالكشلايف.1

؟Bةطقنلا
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ىلإAةطقنلانملاقتنلإانمهنكمتيتلاةفلتخملاقرطلادادعتوهام،يناثلالكشلايف.2

؟TةطقنلابارورمBةطقنلا

ىلإAةطقنلانملاقتنلإانمهنكمتيتلاةفلتخملاقرطلادادعتوهام،ثلاثلالكشلايف.3

؟CةطقنلابرمتلايتلاوBةطقنلا

ةنجلليكشتمتيمسقلااذهليثمتلجأنم.روكذمهنم18ثيحابلاط30نممسقنوكتي17.1.

.ةبلط3نمةنوكم

؟ةفلتخملاناجللادادعتوهام.1

؟نيسنجلالاكاهبيتلاناجللادادعتوهام.2

.سنجلاسفننمةبلطنمةنوكملاناجللادادعتجتنتسإ.3

دادعتوهام.ةنجللاسفنيفاعمةكراشملاامهنكميلامسقلااذهنمنابلاطىرشبودمحأ.4

؟ةلاحلاهذهيفناجللا

؟ةفلتخملاناجللادادعتوهام،نيمأوسيئربئانوسيئردجويةنجللكيفناكاذإ.5
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2باب

ةيددعلاتايلاتتملا

ةيددعلاتايلاتتملالوحةيساسلأاميهافملا2.1

ةيددعلاةيلاتتملاموهفم2.1.1

ةيددعلاةيلاتتملا 1.2 فيرعت

.ةيقيقحلادادعلأانمةيهتنمريغوةبترمةمئاقلكةيددعةيلاتتميمسن

pليلدلانأثيح،upةداعهلزمري.ةيلاتتملادودحنمدحوهةمئاقلاهذهنمددعلك

.ةمئاقلايفدحلااذهةبترملثمييعيبطددعوه

.(un)زمرلابايلكةيلاتتملاىلإزمريةلاحلاهذهيف

1.2 لاثم

,1ةيعيبطلادادعلأا 2, 3 . . .ةيددعةيلاتتملكشت.

انيدلnيعيبطددعلكلجأنمنأظحلاننأنكميفunـبةيلاتتملاهذهدودحىلإانزمراذإ

un = n.

,2دادعلأا 2, 2 . . .ةيددعةيلاتتملكشتكلذك.

انيدلnيعيبطددعلكلجأنمنأظحلاننأنكميفvnـبةيلاتتملاهذهدودحىلإانزمراذإ

vn = 2.

.ةتباثةيلاتتميه(vn)نإلوقن
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2.2 ةظوحلم

:نيتيلاتلانيتغيصلاىدحإبةيلاتتملايتأتنأنكمي

ةللادبةرشابمةيلاتتملادودحنمدحلكباسحبحمست:ماعلادحلاةرابع•

.هتبتر

باسحدعبوةللادبةيلاتتملادودحنمدحلكباسحبحمست:ةيعجارتةقلاع•

.هلبقيتلادودحلا

2.2 لاثم

:ماعلادحلاةرابعةطساوبهاطعمةيلاتتم•

un = 2n− 4

.هليلدانفرعاذإةرشابم(un)ةيلاتتملادودحنمدحيأةميقىلعلوصحلانكميهنأظحلان

u5:لاثم = 2 · 5− 4 = u23و،6 = 2 · 23− 4 = 42.

:ةيعجارتةقلاعةطساوبةفرعمةيلاتتم•

u0 = 2, un+1 = 2 · un − 1

u0:لاثمانيدل = 2, u1 = 2 · u0 − 1 = 3, u2 = 2 · u1 − 1 = 5.

هلبقيتلادودحلاباسحمزلياهدودحنمددحيأباسحلهنأةيلاتتملاهذهلةبسنلابظحلان

.لاوأ

ةدودحملاتايلاتتملا2.1.2

ىلعلأانمةدودحملاةيلاتتملا 3.2 فيرعت

ددعلكلجأنمثيحبMيقيقحددعدجواذإىلعلأانمةدودحم(un)ةيلاتتمنوكت

unانيدلنوكيnيعيبط < M.

3.2 لاثم

ماعلادحلاةرابعبnيعيبطددعلكلجأنمةفرعملا(un)ةيلاتتملاذخأن

un =
2n+ 1

n+ 1
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unيأ،2ـبىلعلأانمةدودحم(un)ةيلاتتملانأةلوهسبققحتن ≤ nلكلجأنم2 ∈ N.

nناكاذإ،لاعف ∈ Nنإف

un =
2n+ 1

n+ 1
≤ 2n+ 2

n+ 1
= 2

لفسلأانمةدودحملاةيلاتتملا 4.2 فيرعت

ددعلكلجأنمثيحبmيقيقحددعدجواذإلفسلأانمةدودحم(un)ةيلاتتمنوكت

unانيدلنوكيnيعيبط > m.

4.2 لاثم

un:ماعلادحلاتاذقباسلالاثملاةيلاتتمربتعن =
2n+ 1

n+ 1
.

نابجومنايعيبطناددعامهماقملاوطسبلانلأكلذو،ةبجوماهلك(un)ةيلاتتملادودحنأظحلان

unانيدل،nيعيبطددعلكلجأنم،نذإ.امامت ≥ ـبلفسلأانمةدودحم(un)ةيلاتتملانأيأ.0

0.

ةدودحملاةيلاتتملا 5.2 فيرعت

.دحاونآيفلفسلأانموىلعلأانمةدودحمتناكاذإةدودحم(un)ةيلاتتمنوكت

5.2 لاثم

unماعلادحلاتاذ(un)ةيلاتتملانأنيقباسلانيلاثملايفانتبثأ =
2n+ 1

n+ 1
لفسلأانمةدودحميه

يعيبطددعلكلجأنمانيدلوةدودحم(un)ةيلاتتملانإلوقناذهل،2ـبىلعلأانمو0ـب

0 ≤ un ≤ 2

ةبراقتملاتايلاتتملاوةيلاتتمةياهن2.1.3

`(ايقيقحاددع`نكيلوةيددعةيلاتتم(un)نكتل ∈ R(.

ةيددعةيلاتتمةياهن 6.2 فيرعت

limبتكنو،`يواست(un)ةيلاتتملاةياهننإلوقن
n→+∞

un = limunوأ` = نمناكاذإ،`

`ثيح،Iحوتفملاجملكلجأ ∈ I،يعيبطددعدجويNناكاذإثيحn ≥ Nنإف

un ∈ I.

6.2 لاثم

unماعلااهدحةرابعبةفرعملا(un)ةيلاتتملاربتعن =
2n+ 1

n+ 1
.

`يواست(un)ةيلاتتملاةياهننأتابثلإ = limunنأيأ،2 = ددعلايوتحياحوتفملااجمذخأن،2

` = 2.
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Iεلكشلانملاجملااذهربتعننأاننكمي =]2− ε, 2 + ε[،ثيحεامامتبجوميقيقحددع)ε > 0(.

؟Iεلاجملاىلإيمتنت،هيلتيتلادودحلالكو،uNدحلانوكيثيحبNيعيبطددعدجويله

unةيلاتلاةحجارتملالحبجيلاؤسلااذهىلعةباجلإل ∈ Iεيأun ∈]2− ε, 2 + ε[.

−2نذإبتكن ε < un < 2 + ε.لجأنمهنأاملعn ∈ Nانيدل

un =
2n+ 1

n+ 1
= 2− 1

n+ 1

نأجتنتسن

−ε < − 1

n+ 1
< ε

−نأامبو 1

n+ 1
نذإجتنتسنامامتبلاسددع

−ε < − 1

n+ 1
< 0

ىلعلصحتنلبلقنمثةحجارتملايفرطةراشإسكعن

n+ 1 >
1

ε

نأاريخأجتنتسن

n >
1

ε
− 1

يواسيوأربكأنوكييعيبطددعرغصأNذخأننأنذإيفكي
1

ε
nلجأنمنوكييتح > N

un ∈ Iε

εلجأنملاثم = Iεانيدل0.01 =]1.99, Nذخأننأنكميو]2.01 =
1

0.01
= 100.

nيعيبطددعلكلجأنم،انيدلذئدنع ≥ 100،un ∈]1.99, 2.01[.

limun = −∞ 7.2 فيرعت

limبتكنو،(∞−)يواست(un)ةيلاتتملاةياهننإلوقن
n→+∞

un = −∞

limunوأ = ناكاذإثيحNيعيبطددعدجويMيقيقحددعلكلجأنمناكاذإ،∞−

n ≥ Nنإفun < M.

7.2 لاثم

un:يليامكماعلادحلاةرابعبةفرعملا(un)ةيلاتتملاربتعن =
√
2n− n.

:نأفيرعتلالامعتسابنيبننأديرن

limun = −∞
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يأ.MنمرغصأاهلكاهدعبيتلادودحلانوكتNةبترديدحتبجي.ايقيقحاددعMنذإنكيل

nلجأنم ≥ Nققحتي

un < M

ةحجارتملالولحنعنذإثحبن
√
2n− n < M.انيدلun < Mينعي

√
2n− n < M.نذإ

√
2n < n+M

ةحجارتملايفرطعيبرتدعب،لعفلاب.دودحيثلاثةراشإةساردىلإاهلحلوؤيةريخلأاةحجارتملا

ىلعلصحن

n2 + 2(M + 1)n+M2 > 0

Pدودحلايثلاثةراشإنذإسردن (X) = X2 + 2(M − 1)X +M2.زيمملاةقيرطلمعتسن

∆ = 4(1− 2M)

Pةراشإشقانن (X)زيمملاةراشإبسح∆

2Mيأ،ابلاسزيمملاناكاذإ.1 > Pنإف1 (X)يعيبطددعلكلجأنمنذإ.ابجومامودنوكي

nانيدلun < M.

2Mيأ،امودعمزيمملاناكاذإ.2 = Pنإف،1 (X)ةميقلالجأنمادعامامامتابجومامودنوكي

X0 = 1−MنوكينيأP (X)امودعم.

Nذخأننأيفكيةلاحلاهذهيف = 1 + (1 − M) = 2 − Mناكاذإهنأدجنفn ≥ Nنإف

un < M.

2Mيأ،امامتابجومزيمملاناكاذإ.3 < 1.

Pةلاحلاهذهيف (X)نيزيامتمنيلحلبقيX1 < X2ثيح

X1 = 1−M −
√
1− 2M, X2 = 1−M +

√
1− 2M

لجأنمانيدلنوكياهدنع،X2نمامامتربكأموكييعيبطددعرغصأNذخأننأانهيفكي

nلك ≥ N:un < M.

nناكاذإثيحبNيعيبطددعدجويMيقيقحددعلكلجأنمنأانتبثأدقاننإفاذهب ≥ Nنإف

un < M.
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limun = +∞ 8.2 فيرعت

limبتكنو(∞+)يواست(un)ةيلاتتملاةياهننإلوقن
n→+∞

un = limunوأ∞+ = اذإ،∞+

nناكاذإثيحNيعيبطددعدجويMيقيقحددعلكلجأنمناك ≥ Nنإفun > M.

8.2 لاثم

unيليامكماعلادحلاةرابعبةفرعملا(un)ةيلاتتملاربتعن = n2 + 1.

نأفيرعتلالامعتسابنيبننأديرن

limun = +∞

نمربكأاهلكاهدعبيتلادودحلانوكتثيحبNةبترديدحتبجي.ايقيقحاددعMنذإنكيل

M.ناكاذإيأn ≥ Nنإفun > M.ةحجارتملالولحنعنذإثحبنn2 + 1 > M.

unنذإ > Mهانعمn2 > M − n2ئفاكتةريخلأاةحجارتملانإفيعيبطددعnنأامبو.1 ≥ M

نيتلاحانهزيمن

n2ةحجارتملانمنإفابلاسMناكاذإ.1 ≥ Mامئادةققحم.

Nذخأنةلاحلاهذهيف = unانيدلnيعيبطددعلكلجأنمبتكنو0 > M.

Mناكاذإ.2 ≥ NققحييعيبطددعرغصاNذخأناهدنع0 ≥
√
M.لجأنماهدنعنوكي

nيعيبطددعلك ≥ N:un > M.

nناكاذإثيحب،Nيعيبطددعدجوي،Mيقيقحددعلكلجأنمنأانتبثأدقنوكناذهب ≥ N

unنإف > M.

ةبراقتملاةيلاتتملا 9.2 فيرعت

limunثيحب`يقيقحددعدجواذإةبراقتم(un)ةيلاتتملانوكت = `.

.ةدعابتماهنإلوقنفةبراقتم(un)ةيلاتتملانكتملاذإ

9.2 لاثم

unماعلااهدحةرابعبةاطعملا(un)ةيلاتتملانأ6.2لاثملايفانتبثأ =
2n+ 1

n+ 1
ققحت

limun = lim
n→+∞

2n+ 1

n+ 1
= 2

.2يواستاهتياهنوةبراقتم(un)ةيلاتتملانذإ

10.2 لاثم

unماعلادحلاةرابعبةفرعملا(un)ةيلاتتملاةياهننأانتبثأ7.2لاثملايف =
√
2n− nققحت:

limun = lim
n→+∞

√
2n− n = −∞ 6∈ R
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.ةدعابتم7.2لاثملايف(un)ةيلاتتملانذإ

11.2 لاثم

unماعلادحلاةرابعبةفرعملا(un)ةيلاتتملاةياهننأانتبثأ8.2لاثملايف = n2 + :ققحت1

limun = lim
n→+∞

n2 + 1 = +∞ 6∈ R

.ةدعابتم8.2لاثملايف(un)ةيلاتتملانذإ

ةبراقتمةيلاتتمةياهنةينادحو 10.2 ةنهربم

.ةديحوةياهناهيدلةبراقتمةيلاتتملك

12.2 لاثم

nلجأنم،ةفرعملا(an)ةيلاتتملانكتل ∈ N،ماعلااهدحبan = (−1)n.بتكننأةلوهسبنكمي:

an =


−1, ايدرف n ناكاذإ

+1, ايجوز n ناكاذإ

بوانتتاهميقلب،ةدحاوةيقيقحةميقنمبرتقتلااهدودحنألاإةدودحم(an)ةيلاتتملانأمغر

.ةديحوةياهناهلسيلنلأةدعابتم(an)ةيلاتتملانذإ.1+و1−نيب

تاياهنلاىلعتايلمعلا 11.2 ةنهربم

limunثيحنيتبراقتمنيتيلاتتم(vn)و(un)نكتل = limو` vn = ايقيقحاددعλنكيلو′`

نإف

1) lim(λ · un) = λ` 2) lim(un + vn) = `+ `′

3) lim(un × vn) = `× `′ 4) lim
un
vn

=
`

`′
طرشب `′ 6= 0

13.2 لاثم

يليامك،nيعيبطددعلكلجأنم،نيتفرعملا(vn)و(un)نيتيلاتتملاربتعن

un =
n

n+ 1
و vn =

2n2 + 1

n2 + 1

limunنأنمققحتننأنكمي = limو1 vn = nلكلجأنمانيدلو،2 ∈ N:2× un =
2n

n+ 1
نذإ.

lim 2× un = lim
n→+∞

2n

n+ 1
= 2 = 2× limun

unانيدل،nيعيبطددعلكلجأنم،كلذك + vn =
3n3 + 2n2 + 2n+ 1

n3 + n2 + n+ 1
نذإ.

limun + vn = lim
n→+∞

3n3 + 2n2 + 2n+ 1

n3 + n2 + n+ 1
= 3 = limun + lim vn

43



ةيددعلاتايلاتتملا-2

n،unيعيبطددعلكلجأنم،كلذكانيدلو × vn =
2n3 + n

n3 + n2 + n+ 1
نذإ،

limun + vn = lim
n→+∞

2n3 + n

n3 + n2 + n+ 1
= 2 = limun × lim vn

،nيعيبطددعلكلجأنم،كلذكانيدلو
un
vn

=
n3 + n

2n3 + 2n2 + n+ 1
هنمو،

limun + vn = lim
n→+∞

n3 + n

2n3 + 2n2 + n+ 1
=

1

2
=

limun
lim vn

ةيددعةيلاتتمريغتهاجتإ2.1.4

ةديازتملاةيلاتتملا 12.2 فيرعت

:يليام،nيعيبطددعلكلجأنم،ققحتاذإامامتةديازتماهنأ(un)ةيلاتتمنعلوقن

un+1 − un > 0

14.2 لاثم

unيليامكماعلادحلاةرابعبNىلعةفرعملاةيلاتتملاربتعن =
2n+ 1

n+ 1
.

:انيدلnيعيبطددعلكلجأنم

un+1 − un =
2(n+ 1) + 1

(n+ 1) + 1
− 2n+ 1

n+ 1
=

1

(n+ 2)(n+ 1)
> 0

.امامتةديازتم(un)ةيلاتتملانذإ

ةصقانتملاةيلاتتملا 13.2 فيرعت

:يليام،nيعيبطددعلكلجأنم،ققحتاذإامامتةصقانتماهنأ(un)ةيلاتتمنعلوقن

un+1 − un < 0

15.2 لاثم

unيليامكماعلادحلاةرابعبNىلعةفرعملاةيلاتتملاربتعن =
n+ 2

3n+ 2
.

:انيدلnيعيبطددعلكلجأنم

un+1 − un =
(n+ 1) + 2

3(n+ 1) + 2
− n+ 2

3n+ 2
=

−4

(3n+ 5)(3n+ 2)
< 0

.امامتةصقانتم(un)ةيلاتتملانذإ

ةبيترلاةيلاتتملا 14.2 فيرعت

.ةصقانتمامإوةديازتمامإتناكاذإةبيترةيلاتتمنوكت
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16.2 لاثم

.ةبيتريهف،امامتةديازتم14.2لاثملايف(un)ةيلاتتملا•

.ةبيتريهف،امامتةصقانتم15.2لاثملايف(un)ةيلاتتملا•

17.2 لاثم

unماعلااهدحةرابعبNىلعةفرعملا(un)ةيلاتتملا = n2 − 17n+ اذهنمدكأتلل.ةبيترتسيل2

un+1ةراشإنأنهربننأنكمي − unيعيبطددعلكلجأنمةتباثتسيلn.لكلجأنم،لاعف

انيدل،nيعيبطددع

un+1 − un = 2n− 16

يليامظحلان

nلجأنم• < un+1انيدل8 − un < 0.

nلجأنم• = u9انيدل8 − u8 = 0.

nلجأنم• > un+1انيدل8 − un > 0.

.تايضايرلاعورفيفةمهملاجئاتنلانمديدعلارهوجيفيهوتايضايرلايفةيساسأةيلاتلاةيرظنلا

ةبيترلاتايلاتتملابراقت 15.2 ةنهربم

.ةبراقتميهىلعلأانمةدودحموةديازتمةيلاتتملك•

.ةبراقتميهلفسلأانمةدودحموةصقانتمةيلاتتملك•

18.2 لاثم

unماعلادحلاةرابعبةاطعملا(un)ةيلاتتملاربتعن =
2n+ 1

n+ 1
.

ةيلاتتملانأبحيضوتمت3.2لاثملايفو.امامتةديازتم(un)ةيلاتتملانأبحيضوتمت14.2لاثملايف

(un)نأنذإجتنتسن.2ددعلابىلعلأانمةدودحم(un)ىلإءوجللانودكلذوةبراقتمةيلاتتم

.اهتياهنباسح

19.2 لاثم

vnةرابعلاب،nيعيبطددعلكلجأنمةفرعملا(vn)ةيددعلاةيلاتتملانكتل =
2n+ 3

n+ 1
.

.0ددعلابلفسلأانمةدودحم(vn)ةيلاتتملانأةلوهسبظحلان
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nيعيبطددعلكلجأنمنذإ.(vn)ةيلاتتملاريغتهاجتإيلياميفسردن

vn+1 − vn =
2n+ 5

n+ 2
− 2n+ 3

n+ 1
=

−1

(n+ 2)(n+ 1)
< 0

.امامتةصقانتم(vn)ةيلاتتملانأيأ

.ةبراقتمةيلاتتم(vn)نأجتنتسن

ةرواجتملاتايلاتتملا 16.2 فيرعت

يليامققحتاذإناترواجتمامه(vn)و(un)نيتيلاتتملانإلوقن

.ةديازتمىرخلأاوةصقانتمنيتيلاتتملاىدحإ.1

unماعلااهدحيتلاةيلاتتملا.2 − vnيأ،رفصلاوحنةبراقتم

lim(un − vn) = 0

20.2 لاثم

يفةفرعملا(vn)ةيلاتتملاعمةديازتماهنأانبثأنيأ14.2لاثملايفةفرعملا(un)ةيلاتتملاربتعن

تبثننأيفكيناترواجتم(vn)و(un)نيتيلاتتملانأتابثلإ.ةصقانتماهنأانتبثأنيأ19.2لاثملا

lim(unنأ − vn) = انيدلديكأتلاب.0

limun − vn = lim
n→+∞

(
2n+ 3

n+ 1
− 2n+ 5

n+ 1

)
= lim

n→+∞

−2

n+ 1
= 0

17.2 ةيضق

.ةياهنلاسفنوحنناتبراقتمامهفنيترواجتم(vn)و(un)ناتيلاتتملاتناكاذإ

21.2 لاثم

لاعف.ةياهنلاسفنامهيدلنيترواجتملا20.2لاثملايتيلاتتمنأةلوهسبنيبن

limun = lim
n→+∞

2n+ 3

n+ 1
= 2 و lim vn = lim

n→+∞

2n+ 5

n+ 1
= 2

ةيباسحلاتايلاتتملا2.2

اهفيرعتنكميذإ،اهتطاسبلارظناهفداصنيتلاةيددعلاتايلاتتملاىلوأيهةيباسحلاتايلاتتملا

تايضايرلاناديميفاصوصخةريثكلااهتلاامعتسلاكلذك،ماعلادحلاةرابعبوأةيعجارتةقلاعب

.ةيلاملا
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ةيباسحلاةيلاتتملاموهفم2.2.1

ةرابعاهدعبجتنتسنمثاهققحتيتلاةصاخلاةيعجارتلاةقلاعلابةيباسحلاةيلاتتمللفيرعتلاوأمدقن

.ماعلااهدح

ةيباسحلاةيلاتتملا 18.2 فيرعت

يعيبطلاددعلاناكامهمثيحبrيقيقحددعدجواذإةيباسحةيلاتتميه(un)نألوقن

nانيدلنوكي

un+1 − un = r

.(un)ةيباسحلاةيلاتتملاساسأrيقيقحلاددعلاىمسي

22.2 لاثم

u0لولأااهدحبةفرعملا(un)ةيددعلاةيلاتتملا = لكلجأنمةفرعملاةيعجارتلاةقلاعلابو3−

ـبnيعيبطددع

un+1 = un + 2

rاهساسأةيباسحةيلاتتميه = u1دحلاباسحللاثم.2

u1 = u0 + r = −3 + 2 = −1

ةيباسحةيلاتتملماعلادحلا 19.2 ةنهربم

:nيعيبطددعلكلجأنمهنإف(un)ةيباسحلاةيلاتتملادودحنمدحupناكاذإ

un = up + (n− p) · r

19.2 ناـهربلا

pنأربتعنىلولأاةلحرملايف،نيتلحرميفةيرظنلاهذهتبثن = ددعلكلجأنمنأنيبنو0

:nيعيبط

un = u0 + n · r

.pيعيبطددعلكلجأنمةيرظنلاتبثنةيناثلاةلحرملايفمث

pلجأنم.1 = nلجأنمةفرعملاPةيصاخلانيبنوعجارتلالمعتسن0 ∈ Nـب:

P (n) : un = u0 + n · r

u0نأامب:ءدبلا• = u0 + 0 · rنإفP .ةحيحص(0)
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Pنأnيعيبطددعلجأنم،ضرفن:ةثارولا• (n)يأ،ةحيحصun = u0+n · r

Pنأنيبنو (n+ un+1يأ،ةحيحص(1 = u0 + (n+ 1) · r.

un+1نإفةيباسحةيلاتتم(un)نأامب = un + r.عجارتلاةيضرفلمعتسن

:دجنل

un+1 = un + r = u0 + n · r + r = u0 + (n+ 1) · r

Pنأنذإانتبثأ (n+ .ةحيحص(1

Pةيصاخلانأجتنتسن:جاتنتسلإا• (n)يعيبطددعلكلجأنمةحيحصn.

:نذإ،نييعيبطنيددعnوpنكيل.2

un = u0 + n · r و up = u0 + p · r

:دجنفرطلافرطنيترابعلانيبقرفلاذخأب

un − up = (n− p) · r

هنمو

un = up + (n− p) · r

23.2 لاثم

يه22.2لاثملايفةفرعملاةيباسحلاةيلاتتمللماعلادحلاةرابعنإفةدعاقلاهذهلامعتساب

un = u0 + n · r = 2n− 3

24.2 لاثم

u7ثيحةيباسحةيلاتتم(un)نكتل = u19و13 = 49.

.(un)ةيلاتتملاساسأrبسحأ.1

u19انيدل − u7 = (19− 7) · r.49دجنضيوعتلاب− 13 = 12 · r.يأr = 3.

.nةللادبunماعلادحلاةرابعبتكأ.2

un−u7انيدلnيعيبطددعيألجأنم = (n− 7) · r،يعيبطددعلكلجأنم،جتنتسنهنمو

n،نأ

un = 3 · n− 8
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20.2 ةظوحلم

.ةيباسحةيلاتتملماعلادحلاةرابعيهnةللادبةيطخةرابعلك

ةيباسحةيلاتتمبراقتوريغتهاجتإ2.2.2

ةيرظنلاهررقتاماذهو،اهساسأةراشإبةرشابمقلعتتةيصاخيهةيباسحةيلاتتميأريغتهاجتإ

.ةيلاتلا

ةيباسحةيلاتتمريغتهاجتإ 21.2 ةنهربم

(un)ةيباسحةيلاتتمنوكت

r(ابجوماهساسأناكاذإطقفواذإامامتةديازتم• > 0(.

r(ابلاساهساسأناكاذإطقفواذإامامتةصقانتم• < 0(.

r(امودعماهساسأناكاذإطقفواذإةتباث• = 0(.

21.2 ناـهربلا

:انيدلnيعيبطددعلكلجأنمو(un)ةيباسحلاةيلاتتمللةيعجارتلاةقلاعلانم

un+1 − un = r

.rساسلأاةراشإةللادباهريغتهاجتإةرشابمجتنتسناذهنم

25.2 لاثم

ماعلااهدحةرابعبهاطعملا(un)ةيلاتتملا

un = −5n+ 9

:nيعيبطددعلكلجأنمنلأ،ةيباسحيه

un+1 − un = (−5(n+ 1) + 9)− (−5n+ 9) = −5

rاهساسأنذإ = .امامتةصقانتمنذإيهف،بلاس5−
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ةيباسحةيلاتتمدودحصاوخ2.2.3

يباسحلاطسولا 22.2 ةيضق

طقفواذإةيباسحةيلاتتمنمةعباتتمادودح،بيترتلااذهب،cوbوaةيقيقحلادادعلأانوكت

:ققحتاذإ

a+ c

2
= b

22.2 ناـهربلا

اهساسأنإفةيباسحةيلاتتمنمةعباتتمادودحبيترتلااذهبcوbوaةيقيقحلادادعلأاتناكاذإ

rيواسيb− aكلذكيواسيوc− b.نذإb− a = c− bنأينعيامم
a+ c

2
= b.

26.2 لاثم

وهام.ةيباسحةيلاتتمنمةعباتتمدودحيهبيترتلااذهب15و6و3−دادعلأانأنمققحت

؟اهساسأ

ةعباتتمادودحنوكتىتحيباسحلاطسولاةدعاقبيترتلااذهب15و6و3−دادعلأاققحتنأيفكي

انيدللاعف.ةيباسحةيلاتتمنم

−3 + 15

2
= 6

يذلادحلالاثمذخأنلاثملااذهيف.هيلييذلادحلانمدحيأقرفيواسيةيباسحةيلاتتمساسأ

−15وهساسلأانأدجن.15يواسيهيلييذلادحلانذإ،6يواسي 6 = 9.

ةعباتتمدودحعومجم 23.2 ةنهربم

pنكيل ≤ qونييعيبطنيددع(un)نذإ،ةيباسحةيلاتتم:

up + up+1 + · · ·+ uq =
1

2
(up + uq)(q − p+ 1)

23.2 ناـهربلا

:بتكنوعومجملاىلإSـبزمرن

S = up + up+1 + · · ·+ uq−1 + uq

S = uq + uq−1 + · · ·+ up+1 + up

نيترابعلاعمجبمث،(un)ةيلاتتملادودحنمادحq−p+1ـلعومجمنعةرابعوهSنألاوأظحلان

:ىلعلصحنفرطلافرط

2S = (up + uq) + (up+1 + uq−1) + · · ·+ (uq−1 + up+1) + (uq + up)
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سوقلكف،لاعف،ةيواستمدودحلعومجموهةرابعلاهذهنمنميلأافرطلانأنمةلوهسبدكأتن

up+mلكشلانموهفرطلااذهنم + uq−mثيحmويعيبطددعm ≤ q − p.نأنمنذإدكأتن

up+m + uq−mيعيبطلاددعلابقلعتيلاmدجن،19.2ةيرظنلالامعتساب،ذإ:

up+m + uq−m = (up +m · r) + (uq −m · r) = up + uq

جتنتسنهنمو

2S = (up + uq) + (up + uq) + · · ·+ (uq + up) + (uq + up) = (up + uq)(q − p+ 1)

.ةيرظنلاةجيتنصلختسنهنمو

27.2 لاثم

u7ثيحةيباسحةيلاتتم(un)تناكاذإ = u23و11− = نإف19

u7 + u8 + · · ·+ u23 =
1

2
(−11 + 19)(23− 7 + 1) = 68

24.2 ةظوحلم

باعيتسلإللهسأةيوغلةغيصبةيباسحةيلاتتمنمةعباتتمدودحعومجمنوناقةباتكنكمي

:يليامك

S =
( لولأادحلا + ريخلأادحلا )× ( دودحلاددع )

2

ةيسدنهلاتايلاتتملا2.3

ةيسدنهلاةيلاتتملاموهفم2.3.1

ةيسدنهلاةيلاتتملا 25.2 فيرعت

يعيبطددعلكلجأنمثيحبqيقيقحددعدجواذإةيسدنهةيلاتتميه(un)نألوقن

nنوكي

un+1 = q × un

.(un)ةيسدنهلاةيلاتتملاساسأqيقيقحلاددعلاىمسي

28.2 لاثم
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u0لولأااهدحبةفرعملا(un)ةيددعلاةيلاتتملا = لكلجأنمةاطعملاةيعجارتلاةقلاعلابو3−

ـبnيعيبطددع

un+1 = 2 · un

qاهساسأةيباسحةيلاتتميه = u1دحلاباسحللاثم.2

u1 = 2× u0 = 2× (−3) = −6

ةيسدنهةيلاتتملماعلادحلا 26.2 ةنهربم

:انيدلnيعيبطددعلكلجأنمنإف(un)ةيسدنهلاةيلاتتملادودحنمدحupناكاذإ

un = up × qn−p

26.2 ناـهربلا

pربتعنىلولأايف،نيتلحرميفةيرظنلاهذهتبثن = nيعيبطددعلكلجأنمنأنيبنو0

un = u0 × qn

.pيعيبطددعلكلجأنمةيرظنلاتبثنةيناثلاةلحرملايفمث

pلجأنم.1 = :ةيلاتلاةيصاخلا،nيعيبطددعلكلجأنم،نيبنوعجارتلالمعتسن0

P (n) : un = u0 × qn

u0نأامب:ءدبلا• = u0 × q0نإفP .ةحيحص(0)

Pنأnيعيبطددعلجأنم،ضرفن:ةثارولا• (n)يأ،ةحيحصun = u0 × qnنأنيبنو

P (n+ un+1يأ،ةحيحص(1 = u0 × qn+1.

un+1نإفةيسدنهةيلاتتم(un)نأامب = q × un.دجنلعجارتلاةيضرفلمعتسن:

un+1 = q × un = q × u0 × qn = u0 × qn+1

Pنأنذإانتبثأ (n+ .ةحيحص(1

Pةيصاخلانأجتنتسن:جاتنتسلإا• (n)يعيبطددعلكلجأنمةحيحصn،يأ

un = u0 × qn

:نذإ،نييعيبطنيددعnوpنكيل.2

un = u0 × qn و up = u0 × qp
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نأظحلان

un = u0 × qp+(n−p) = u0 × qp × qn−p

هنمو

un = up × qn−p

29.2 لاثم

يه28.2لاثملايفةفرعملاةيسدنهلاةيلاتتمللماعلادحلاةرابعنإفةدعاقلاهذهلامعتساب

un = u0 × qn = −3 · 2n

30.2 لاثم

u7ثيحةيسدنهةيلاتتم(un)نكتل = u9و8748− = −236196.

.(un)ةيلاتتملاساسأqبسحأ.1

انيدل
u10
u7

= q10−7.دجنضيوعتلاب
−236196

−8748
= q3.يأq = 3

√
27 = 3.

.nةللادبunماعلادحلاةرابعبتكأ.2

انيدلnيعيبطددعيألجأنم
un
u7

= qn−7،هنمو

un = −8748× 3n−7 = −4× 3n

27.2 ةظوحلم

تناكامهمةمودعم(un)ةيلاتتملانإفامودعم(un)ةيسدنهةيلاتتمنملولأادحلانوكيامل

unانيدلnيعيبطلاددعلاةميقتناكامهمينعي،ساسلأاةميق = 0.

تمتاذإلاإو،ةمودعماهدودحةيسدنهةيلاتتمةساردانعوضوملةيمهأوذنوكينلاذهل

.امودعمريغةيسدنهةيلاتتمنملولأادحلانأامئادربتعنس،ةرشابمهيلإةراشلإا

ةيسدنهةيلاتتمبراقتوريغتهاجتإ2.3.2

28.2 ةيضق

.ةبيترتسيلبلاسساسأتاذةيسدنهةيلاتتملك
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28.2 ناـهربلا

انيدلسيلهنأنيبنوu2وu1وu0ىلولأاةثلاثلادودحلاذخأننأيفكي

u0 ≤ u1 ≤ u2 وأ u0 ≥ u1 ≥ u2

u2نأامب = u0 × q2نإفu0وu2نأامبو.ةراشلإاسفنامهلu1 = u0 × qوq < u1ةراشإنإف0

.u2وu0نيبu1رصحنكميلانذإ.u2وu0ةراشإنعفلتخت

.ةبيترتسيل(un)ةيلاتتملانذإ

31.2 لاثم

v0لولأااهدح(vn)ةيسدنهلاةيلاتتملاربتعن = qاهساسأو3 = −1

2
نذإانيدل.

v0 = +3, v1 = −3

2
, v2 = +

3

4
, v3 = −3

8

.ةبيترتسيلنذإيهف،سكعلاوأرغصلأاىلإربكلأانمةبترمتسيل(vn)ةيلاتتملادودحو

ةيسدنهةيلاتتمريغتهاجتإ 29.2 ةنهربم

qاهساسأةيسدنهةيلاتتم(un)نكتل > upنكيلو0 6= .اهدودحنمدح0

(un)ةيلاتتملانوكت

q):ناكاذإطقفواذإامامتةصقانتم• − 1) · up < 0.

q)ناكاذإطقفواذإامامتةديازتم• − 1) · up > 0.

qناكاذإطقفواذإةتباث• = 1.

29.2 ناـهربلا

un+1قرفلاةراشإددحننأبجي − unيعيبطددعلكلجأنمn.ماعلادحلاةرابعلامعتساب

بتكن(un)ةيسدنهلاةيلاتتملل

un+1 − un = up × qn−p+1 − up × qn−p = (q − 1)× up × qn−p

un+1ةراشإنإفامامتبجومqساسلأانأامب − unةراشإبددحت(q − 1)× up.نذإ

q)ناكاذإ• − 1) · up < .امامتةصقانتم(un)ةيلاتتملانإف0

q)ناكاذإ• − 1) · up > .امامتةديازتم(un)ةيلاتتملانإف0

qناكاذإ• − 1 = .ةتباث(un)ةيلاتتملانإف0

32.2 لاثم

54
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u0لولأااهدحةيسدنهةيلاتتم(un)نكتل = qاهساسأو3− =
1

2
.

u0انيدل × (q − 1) = 3
2 > .امامتةديازتم(un)ةيلاتتملانأجتنتسن،0

n:unيعيبطددعلكلجأنمانيدل26.2ةيرظنلابسح،لاعف = −3×
(
1
2

)n.

:انيدلnيعيبطلاددعلاميقلكلجأنمنأجتنتسن

un+1 − un = −3×
(
1

2

)n+1

+ 3×
(
1

2

)n

=

(
−3

2
+ 3

)(
1

2

)n

= +3×
(
1

2

)n+1

un+1نأيأ − un > .امامتةديازتم(un)ةيلاتتملانأينعيامم،0

33.2 لاثم

v0لولأااهدحةيسدنهةيلاتتم(vn)نكتل = qاهساسأو2 =
2

3
.

v0انيدل × (q − 1) = −2
3 < .امامتةصقانتم(vn)ةيلاتتملانأجتنتسن،0

n:vnيعيبطددعلكلجأنمانيدل26.2ةيرظنلابسح،لاعف = 2×
(
2
3

)n.

:nيعيبطددعلكلجأنمنذإجتنتسن

vn+1 − vn = 2×
(
2

3

)n+1

− 2×
(
2

3

)n

=

(
4

3
− 2

)(
2

3

)n

= −
(
2

3

)n+1

vn+1نأيأ − vn < .امامتةصقانتم(vn)ةيلاتتملانأينعيامم،0

ةيسدنهةيلاتتمبراقت 30.2 ةنهربم

1−اهساسأققحطقفواذإةبراقتم(un)ةيسدنهةيلاتتمنوكت < q ≤ كلذىلإةفاضإ،1

1−ناكاذإ• < q < limunنإف1 = 0.

qناكاذإ• = .ةتباث(un)ةيلاتتملانإف1

30.2 ناـهربلا

n:unيعيبطددعلكلجأنمانيدلةيسدنهةيلاتتملماعلادحلاةرابعنم = u0 × qn.

limةياهنلاتناكاذإطقفواذإةبراقتم(un)ةيسدنهلاةيلاتتملانوكتنذإ
n→+∞

qnهذه.ةدوجوم

1−ناكاذإطقفواذإةدوجومنوكتةياهنلا < q ≤ ثيح1

1−ناكاذإ• < q < limنإف1
n→+∞

qn = limunهنمو،0 = lim
n→+∞

u0 × qn = 0.

qناكاذإ• = n:qnيعيبطلاددعلاميقلكلجأنمنإف1 = limunهنمو،1 = lim
n→+∞

u0×qn =

u0.

34.2 لاثم

qساسلأاتاذ(un)ةيسدنهلاةيلاتتملانكتل = 1
u0لولأادحلاو2 = 1−نأامب.3− < q < نإف1
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nيعيبطددعلكلجأنمانيدلكلذنمققحتلل.0وحنةبراقتم(un)ةيسدنهلاةيلاتتملا

un =
−3

2n

هنمو

limun = lim
n→+∞

−3

2n
= 0

.0وحنةبراقتم(un)ةيلاتتملانأيأ

35.2 لاثم

qساسلأاتاذ(un)ةيسدنهلاةيلاتتملانكتل = u0لولأادحلاو3 = qنأامب.2 > ةيلاتتملانإف1

(un)يعيبطددعلكلجأنملاعف.ةدعابتمnانيدل

un = 2× 3n

هنمو

limun = lim
n→+∞

2× 3n = +∞

.ةدعابتم(un)ةيسدنهلاةيلاتتملانأيأ

36.2 لاثم

qساسلأاتاذ(un)ةيسدنهلاةيلاتتملانكتل = u0لولأادحلاو2− = ددعلكلجأنمنذإ.1

unانيدلnيعيبط = (−2)n.

nنأيأ،ايجوزnناكاذإهنأظحلان = 2p،نأثيحpنإف،يعيبطددعun = (−2)2p = 4p،هنمو

limun = lim
p→+∞

4p = +∞

nيأ،ايدرفnناكاذإو = 2p+ unنإف،يعيبطددعpثيح،1 = (−2)2p+1 = −2× 4p،هنمو

limun = lim
p→+∞

−2× 4p = −∞

.ةدعابتمنذإيهف،ةديحوةياهناهلسيل(un)نأيأ

ةيسدنهةيلاتتمدودحصاوخ2.3.3

يسدنهلاطسولا 31.2 ةيضق

اذإةيسدنهةيلاتتمنمةعباتتمادودح،بيترتلااذهب،cوbوaةيقيقحلادادعلأانوكت
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:ققحت

a× c = b2

31.2 ناـهربلا

اهساسأنإفةيسدنهةيلاتتمنمةعباتتمادودحبيترتلااذهبcوbوaةيقيقحلادادعلأاتناكاذإ

يواسي
b

a
كلذكيواسيو

c

b
نذإ.

b

a
=

c

b
×aنأينعيامم c = b2.

37.2 لاثم

؟اهساسأوهام.ةيسدنهةيلاتتمنمةعباتتمدودحيهبيترتلااذهب4و2−و1دادعلأانأنمققحت

ةعباتتمادودحنوكتىتحيسدنهلاطسولاةدعاقبيترتلااذهب4و2−و1دادعلأاققحتنأيفكي

انيدللاعف.ةيسدنهةيلاتتمنم

1× 4 = (−2)2

دحلالاثمذخأنلاثملااذهيف.نيعباتتمنيدحنيبةمسقلالصاحيواسيةيسدنهةيلاتتمساسأ

وهساسلأانأدجن.2−يواسيهيلييذلادحلانذإ،1يواسييذلا
−2

1
= −2.

ةعباتتمدودحعومجم 32.2 ةنهربم

mنكيل ≤ pونييعيبطنيددع(un)اهساسأةيسدنهةيلاتتمq 6= :نذإ،1

um + um+1 + · · ·+ up =
q · up − um

q − 1

32.2 ناـهربلا

:بتكنوعومجملاىلإSـبزمرن

S = um + um+1 + · · ·+ up−1 + up

نذإ

q × S = q × um + q × um+1 + · · ·+ q × up−1 + q × up

دجنةيسدنهلاتايلاتتمللةيعجارتلاةقلاعلالامعتساب

q × S = um+1 + um+2 + · · ·+ up + up+1

نذإ

q × S = −um + um + (um+1 + um+2 + · · ·+ up) + up+1 = up+1 − um + S
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هنمو

S =
up+1 − um

q − 1
=

q · up − um
q − 1

33.2 ةظوحلم

هيلعو،ةتباثةيلاتتمنوكتةريخلأاهذهنإفةدحولايواسيةيسدنهلاةيلاتتملاساسأنوكيامل

نإف

um + um+1 + · · ·+ up = (p−m+ 1)× um

38.2 لاثم

u7ثيحةيسدنهةيلاتتم(un)تناكاذإ = u16و3 = نإف1536

u7 + u8 + · · ·+ u16 =
q · u16 − u7

q − 1
=

1536 · q − 3

q − 1

يليامكاهدودحنمنيدحلامعتسإبةيسدنهةيلاتتمساسأبسحن

u16
u7

= q16−7

q9نأينعياذهو = 1536
3 = qيأ.512 = 9

√
532 = دجنفعومجملاةرابعيفqةميقنلآاضوعن.2

u7 + u8 + · · ·+ u16 =
1536× 2− 3

2− 1
= 3069

34.2 ةمزلا

mنكيل ≤ pونييعيبطنيددع(un)اهساسأةيسدنهةيلاتتمq 6= :نذإ،1

um + um+1 + · · ·+ up = up ×
qp−m+1 − 1

q − 1

39.2 لاثم

دجن34.2ةمزلالالامعتساب.38.2لاثملايفةفرعملا(un)ةيلاتتملاىرخأةرملمعتسن

u7 + u8 + · · ·+ u16 = u7 ×
q16−7+1 − 1

q − 1
= 3× 210 − 1

2− 1
= 3069
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35.2 ةظوحلم

باعيتسلإللهسأةيوغلةغيصبةيباسحةيلاتتمنمةعباتتمدودحعومجمنوناقةباتكنكمي

:يليامك

S = لولأادحلا × 1− ( ساسلأا )
( دودحلاددع )

1− ساسلأا

ةيسدنهلا-ةيباسحلاتايلاتتملا2.4

ةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملاموهفم2.4.1

رثكأفنصنمضامهجاردإنكميةيسدنهلاتايلاتتملاوةيباسحلاتايلاتتمللةيعجارتلاةقلاعلابسح

.ةيسدنهلا-ةيباسحلاتايلاتتملاىمسيةيددعلاتايلاتتملللاومش

ةيسدنهلا-ةيباسحلاتايلاتتملا 36.2 فيرعت

bوaنايقيقحناددعدجواذإةيسدنه-ةيباسحةيلاتتميه(un)ةيددعلاةيلاتتملانألوقن

nيعيبطددعلكلجأنمثيحب

un+1 = a · un + b

40.2 لاثم

u0لولأادحلابةفرعملا(un)ةيلاتتملاربتعن = n:un+1يعيبطددعلكلجأنمو0 = 2un + 1.

aاهيطيسواتميقةيسدنه-ةيباسحةيلاتتمهذه = bو2 = 1.

:ىلولأاثلاثلادودحلالاثمبسحن

u0 = 0, u1 = 2 · u0 + 1 = 1, u2 = 2 · u1 + 1 = 3, u3 = 2 · u2 + 1 = 7

ةيسدنهلا-ةيباسحلاتايلاتتمللةصاخلاتلااحلا2.4.2

روبعلامتتايلاتتمىلإةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملاطسبتbوaنيطيسوللةصاخلاميقلاضعب

.اهتساردواهيلع

un+1ثيحبةيسدنه-ةيباسحةيلاتتم(un)نكتل = aun + bيعيبطددعلكلجأنمn.

•a = ةيلاتلاةيعجارتلاةقلاعلاىلع،nيعيبطددعلكلجأنم،لصحتنةلاحلاهذهيف:0

،(un)ةيلاتتملل

un+1 = b
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.ةيواستماهدودحلك،ةنيعمةبترنماقلاطنإ،يأ،ةرقتسمةيلاتتم(un)نأينعياذه

•a = ةيلاتلاةيعجارتلاةقلاعلاىلع،nيعيبطددعلكلجأنم،لصحتنةلاحلاهذهيف1

،(un)ةيلاتتملل

un+1 = un + b

.bاهساسأةيباسحةيلاتتم(un)نأينعياذه

•b = ةيلاتلاةيعجارتلاةقلاعلاىلع،nيعيبطددعلكلجأنم،لصحتنةلاحلاهذهيف0

،(un)ةيلاتتملل

un+1 = a× un

.aاهساسأةيسدنهةيلاتتم(un)نأينعياذه

37.2 ةيضق

.اهنمنلاولأانادحلاىواستاذإطقفواذإةتباثةيسدنه-ةيباسحةيلاتتمنوكت

37.2 ناـهربلا

،ققحتوu0لولأااهدحيتلاةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملا(un)نكتلونييقيقحنيددعbوaنكيل

ةيعجارتلاةقلاعلا،nيعيبطددعلكلجأنم

un+1 = a · un + b

u0انيدلديكأتبلافةتباثةيلاتتم(un)تناكاذإ = u1.

u0ققحت(un)ةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملانأنلآاضرفن = u1،ددعلكلجأنمعجارتلابنيبن

ةيصاخلاnيعيبط

P (n) : un = u0

nةلاحلابآدبن:ءدبلا• = nةلاحلانلأ1 = .ءاطخأىلإيدؤتوةللضمنوكتدقوةهفات0

u0يلولأاطرشلانمانيدللاعف = u1،نذإP .ةحيحص(1)

Pنأضرفن.ايعيبطاددعnنكيل:ةثارولا• (n)،يأun = u0،نأنيبنوP (n + ،ةحيحص(1

un+1يأ = u0.

un+1انيدلةيعجارتلاةقلاعلانم = a · un + b،نأجتنتسنةيضرفلانموun+1 = a · u0 + b،

un+1يأ = u1،نأامبمثu0 = u1نأجتنتسنun+1 = u0،نإفهنموP (n+ .ةحيحص(1

n،unيعيبطددعلكلجأنم،نذإانيدل:جاتنتسلإا• = u0،ةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملانأيأ

(un)ةتباث.
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ةيسدنهلا-ةيباسحلاتايلاتتملا-2.4

41.2 لاثم

u0لولاااهدحبةفرعملا(un)ةيددعلاةيلاتتملانكتل = ةقلاعلاب،nيعيبطددعلكلجأنم،و3

ةيعجارتلا

un+1 =
2

3
un + 1

u0نلأكلذو،ةتباثيهةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملاهذه = u1.انيدللاعف

u1 =
2

3
u0 + 1 =

2

3
× 3 + 1 = 3 = u0

ةيسدنه-ةيباسحةيلاتتملماعلادحلا2.4.3

38.2 ةيضق

يعيبطددعلكلجأنم،ةفرعملا(vn)ةيلاتتملانإفةيسدنه-ةيباسحةيلاتتم(un)تناكاذإ

n،ـب

vn = un+1 − un

.ةيسدنهةيلاتتميه

38.2 ناـهربلا

n،un+1يعيبطددعلكلجأنم،ققحت(un)ةيددعلاةيلاتتملانأضرفن = aun + b،ثيحaوb

يليامك،nيعيبطددعلكلجأنم،ةفرعملا(vn)ةيددعلاةيلاتتملانكتلو.نايعيبطناددع

vn = un+1 − un

انيدلnيعيبطددعلكلجأنمنذإ

vn = un+1 − un و vn+1 = un+2 − un+1

un+1نأامب = aun + bوun+2 = aun+1 + bنإف

vn+1 = (a · un+1 + b)− (a · un + b) = a · (un+1 − un) = a · vn

.aاهساسأةيسدنهةيلاتتم(vn)نذإ
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39.2 ةنهربم

n،un+1يعيبطددعلكلجأنم،ققحت(un)ةيسدنه-ةيباسحةيلاتتملكلجأنم =

aun + bثيحبa 6= ،nيعيبطددعلكلجأنم،انيدل1

un =
u0 − u1
1− a

× an +
b

1− a

39.2 ناـهربلا

اهدحب،nيعيبطددعلكلجأنم،ةفرعملا(vn)ةيلاتتملانأ38.2ةيضقلايفانتبثأدقةهجنم

ماعلا

(1) vn = un+1 − un

vnماعلااهدحةرابعنذإ.aيواسياهساسأوةيسدنهيه = v0 × an،عمv0 = u1 − u0.

nيعيبطددعلكلجأنمانيدل(un)ةيلاتتمللةيعجارتلاةقلاعلانم،ىرخأةهجنم

(2) b = un+1 − aun

nيعيبطددعلكلجأنمدجنفرطلافرط(2)ةلداعملانم(1)ةلداعملاحرطب

(1− a)un = b− vn

aطرتشاهنأامبو 6= بتكننأنكميف،ةيباسحتسيل(un)ةيلاتتملانأيأ،1

un = − 1

1− a
vn +

b

1− a

nثيح ∈ N.

ىلإلصن(vn)ةيسدنهلاةيلاتتمللماعلادحلاةرابعنم،اريخأ

un =
u0 − u1
1− a

× an +
b

1− a

.nيعيبطلاددعلاةميقتناكامهماذهو

42.2 لاثم

nلجأنمققحتيتلا(un)ةيسدنهلاةيباسحلاةيلاتتملاربتعن ∈ Nةيعجارتلاةقلاعلا

un+1 = 0.95un − 1

u0لولأااهدحيتلاو = nيعيبطددعلكلجأنمبتكيماعلااهدحنإف39.2ةيرظنلابسح.1

un =
u0 − u1
1− 0.95

× (0.95)n − 1

1− 0.95
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u1نأامب = 0.95× u0 − 1 = يليامكunةرابعىلع،تاباسحلاطيسبتدعب،لصحن0.05−

un = 21× (0.95)n − 20

.عجارتلابللادتسلإالامعتسانكميةريخلأاةرابعلاةحصنمدكأتلل

40.2 ةظوحلم

aنوكيامل = ،bاهساسأةيباسحةيلاتتمةطاسببيه(un)ةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملانإف1

nلجأنمبتكتماعلااهدحةرابعنإفهيلعو ∈ N

un = u0 + n× b

ةيسدنه-ةيباسحةيلاتتمبراقتوريغتهاجتإ2.4.4

41.2 ةنهربم

ةقلاعلا،nيعيبطددعلكلجأنم،ققحتةتباثريغةيسدنه-ةيباسحةيلاتتم(un)نكتل

ةيعجارتلا

un+1 = aun + b

aناكاذإطقفواذإةبيتر(un)ةيلاتتملانوكت > :انيدلنوكياهدنع،0

u1ناكاذإ• < u0ةيلاتتملانإف(un)ةصقانتم.

u1ناكاذإ• > u0ةيلاتتملانإف(un)ةديازتم.

41.2 ناـهربلا

un+1دودحلاةراشإبددحي(un)ةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملاريغتهاجتإ − unددعلكلجأنم

.nيعيبط

nلجأنمةفرعملا(vn)ةيلاتتملانأملعن38.2ةيضقلانم ∈ Nماعلادحلاةرابعب

vn = un+1 − un

nلكلجأنمانيدلنذإ.aاهساسأةيسدنهيه ∈ N

vn = v0 × an = (u1 − u0)× an

v0نإفةتباثتسيل(un)ةيلاتتملانأامب = u1 − u0 6= (vn)ةيلاتتملادودحلنوكيهنإفهيلعو.0

aناكاذإطقفواذإةراشلإاسفن > un+1ةراشإنوكتذئدنع،0 − un،يعيبطددعلكلجأنمn،
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v0ةراشإيه = u1 − u0.نذإبتكن

u1ناكاذإ• − u0 < nلكلجأنمنإف0 ∈ N:

un+1 − un < 0

.ةصقانتم(un)ةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملانوكتهيلعو

u1ناكاذإ• − u0 > nلكلجأنمنإف0 ∈ N:

un+1 − un > 0

.ةديازتم(un)ةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملانوكتهيلعو

43.2 لاثم

.40.2لاثملايفةفرعملا(un)ةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملاريغتهاجتإنمققحتن

aانيدلديكأتلاب = 2 > u1نأامبنذإ،0 − u0 = 1 > .ةديازتم(un)نإف0

44.2 لاثم

aنأظحلانلاوأ.42.2لاثملايفةفرعملا(un)ةيلاتتملاريغتهاجتإسردن = 0.95 > لانذإ،0

u1نأظحلانمث.ةبيتروأةتباثنوكتنألاإ(un)ةيلاتتمللنكمي − u0 = −1.05 < جتنتسنيذلا0

.ةصقانتم(un)ةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملانأهنم

ةيسدنه-ةيباسحةيلاتتمبراقت 42.2 ةنهربم

لجأنمققحتةتباثريغةيسدنه-ةيباسحةيلاتتم(un)نكتلونييقيقحنيددعbوaنكيل

n:un+1يعيبطددعلك = a · un + b.

1−ناكاذإطقفواذإةبراقتمةيلاتتم(un)نوكت < a < نوكياهدنعو1

limun =
b

1− a

42.2 ناـهربلا

aناكاذإ = bنأينعياذهفةتباثريغاهنأامبو.bاهساسأةيباسحةيلاتتم(un)نإف1 6= يف.0

:nيعيبطددعلكلجأنمانيدلةلاحلاهذه

un = u0 + b× n و limun = ±∞

aلجأنمةدعابتم(un)ةيلاتتملانأيأ = 1.

aناكاذإ 6= nةللادبunةرابعانيدل39.2ةيرظنلابسحف1

un =
u0 − u1
1− a

× an +
b

1− a
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limةياهنلاتناكاذإطقفواذإRيفةدوجومlimunةياهنلانوكتاهدنع
u0 − u1
1− a

× anيفةدوجوم

R.1−ناكاذإطقفاذهققحتي < a < 1.

1−لجأنم < a < limانيدل1 an = جتنتسنهنمو،0

limun = lim
u0 − u1
1− a

× an +
b

1− a
=

b

1− a

43.2 ةظوحلم

1−انيدلنوكيامل < a < ،لاوأةتباثةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملاتناكنإمهيلاهنإف1

ققحتاهتياهنوةبراقتميهنيتلاحلااتلكيفف

limun =
b

1− a

45.2 لاثم

ةيعجارتلاةقلاعلاققحت42.2لاثملايفةفرعملاةيسدنهلا-ةيباسحلاةيلاتتملا

∀n ∈ N, un+1 = 0.95un − 1

aنلأةبراقتميه = 1−و0.95 < 0.95 < يواستنذإاهتياهن.1

limun =
b

1− a
=

−1

1− 0.95
= −20

تاقيبطتونيرامت2.5

ةيددعلاتايلاتتملا2.5.1

nيعيبطددعلكلجأنمةفرعملا(en)ةيلاتتملانكتل1.2. > ماعلااهدحب0

en =

(
1 +

1

n

)n

nيعيبطددعلكلجأنمتبثأنيدحلايئانثروتسدلامعتساب.1 > :نأ0

en = 1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·

· · ·+ 1

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− n− 1

n

)
.امامتةديازتم(en)ةيلاتتملانأنيب.2

؟جتنتستاذام.ىلعلأانمةدودحم(en)ةيلاتتملانأنيب.3
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ةيباسحلاتايلاتتملا2.5.2

u10ققحت(un)ةيباسحةيلاتتملماعلادحلاةرابعبتكأ2.2. + u20 = u15و410 − u5 = 170.

.اهساسأددحوةيباسحةيلاتتموهنيتيباسحنيتيلاتتمعومجمنأنيب3.2.

u0لولأااهدحةيباسحةيلاتتم(un)نكتل4.2. = rاهساسأو3 = 5.

.unماعلادحلاةرابعnةللادببتكأ.1

vnةقلاعلاب(vn)ةيلاتتملافرعنnىيعيبطددعلكلجأنم.2 = u2n+3.

.لولأااهدحواهساسأددحوةيباسحةيلاتتم(vn)نأنيب•

.نييعيبطنيددعqوpنكيلو،rاهساسأوu0لولأااهدحةيباسحةيلاتتم(un)نكتل5.2.

vnةقلاعلاب(vn)ةيلاتتملافرعنnىيعيبطددعلكلجأنم = upn+q.

.لولأااهدحواهساسأددحوةيباسحةيلاتتم(vn)نأنيب.1

.nةللادبvnماعلادحلاةرابعبتكأ.2

ـبقوسلاديوزتبتدعوامك،ديدجحاقلنمةعرجنويلم3ميدقتبةلديصةكرشتماق6.2.

.رهشلكةعرجنويلم1.5

؟ةنسدعباهبقوسلاديوزتمتةعرجمك•

فصلاىلإعوجرةيلمعلكعم.دعقم18ىلعتارضاحمةعاقنملولأافصلايوتحي7.2.

.نيدعقمبدعاقملاددعدادزييفلخلا

؟تارضاحملاةعاقدعاقمددعوهامفافص12دجويناكاذإ•

ضكريثيحموي15ةدمىلعدتميايبيردتاجمانربقباستمدعأيضايرقابسلريضحتلل8.2.

15ةفاسممويلوأيف km0.5ـببيردتلاةفاسمدادزتمث kmمويلك.

.بيردتلاةدمةليطاهضكرمتيتلاةفاسملابسحأ•

10عضوبلفطماق9.2. DZD20مثلولأامويلايفهتلاصحيف DZD30مثيناثلامويلايف DZD

.كيلاوداذكهوثلاثلامويلايف

1000ةلاصحلاتارخدمعومجملصيموييأيف• DZD؟

300000اهردقةيلامجإةحنمبلئاولأاسمخلاةبلطلاةيميلعتةسردمتئفاك10.2. DZDثيح

30000غلبمىلعةريخلأاةبترملابحاصلصحت DZD.

؟ىلولأاةبترملابحاصةئفاكميهام،اتباثنيتيلاتتمنيتبترملكنيبقرافلاناكاذإ•
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20000غلبمرامثتسابصخشماق11.2. DZD5000اهردقةتباثةدئافبايرهشهيلعدوعينيأ DZD.

.رامثتسلإانمةنسدعبةدئافلاغلبمبسحأ•

72000هردقضرقديدستمت12.2. DZDنعةعفدلكلعوفدملاغلبملاديزيثيحتاعفد8ىلع

1000ـباهلبقيتلاةعفدلاغلبم DZD.

؟ىلولأاةعفدلايفديدستلامتمك•

15000ـبردقتىلولأاةنسللةنايصلافيراصمنإفةديدجةرايسءارشدنع13.2. DZD.

2500اهردقةتباثةميقبايونسدادزتةنايصلافيراصمنأتملعاذإ DZD،ةنايصلاةفلكبسحأ

.ىلولأارشعلاتاونسلل

ءاركلاةلاكوحرتقت،عيباسأسمخودحاوعوبسأنيبحوارتتةدمل،ةرايسءاركدنع14.2.

:نيتفلتخمنيتغيص

3000عفد:Aةغيصلا• DZDةتباثةميقبمويلكءاركلاةفلكدادزتمث،لولأامويلايف

50اهردق DZD.

4500عفد:Bةغيصلا• DZDةتباثةميقبمويلكءاركلاةفلكصقنتمث،لولأامويلايف

100اهردق DZD.

.نيتغيصلااتلكلءاركلليمويلارعسلالثم،تايلاتتملالامعتساب.1

؟BةغيصلابةيمويلاءاركلاةفلكAةغيصلابةيمويلاءاركلاةفلكزواجتتموييأنمءادتبإ.2

.ةرايسةلاكولانمرجأتسينأصخشدارأ.3

.كتباجإللع؟عيباسأ3ةدملجأنملمعتسينأهحصنتنيتغيصلايأ)ا

.كتباجإللع؟عيباسأ4ةدملجأنمراتخينأهحصنتنيتغيصلايأ)ب

ةيسدنهلاتايلاتتملا2.5.3

4u7ققحتاهدودح(un)ةصقانتمةيسدنهةيلاتتملماعلادحلاةرابعبتكأ15.2. − 4u8 + u9 = 0

u6و × u8 = 409600

.اهساسأبسحأ.ةيسدنهةيلاتتموهنيتيسدنهنيتيلاتتمءادجنأنيب16.2.

.ةيسدنهةيلاتتمنيتيسدنهنيتيلاتتمعومجمنوكيىتحاهققحتمزلالاطورشلايهام17.2.

.امامتابجومايقيقحاددعbنكيلو،u0لولأااهدحوrاهساسأةيباسحةيلاتتم(un)نكتل18.2.
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vnماعلادحلاةرابعبnيعيبطددعلكلجأنمةفرعملا(vn)ةيلاتتملانأنيب• = bunةيسدنه

.لولأااهدحواهساسأديدحتبلطي

600000هردقارجأمدقتةنيعمةنهم19.2. DZDىلولأاةنسلايف.

.ايونسةبكرم%2.5ةبسنبرجلأادادزييلتيتلاتاونسعستلايف

.ةلماكتاونسرشعلالاوطعوفدملارجلأاةميقبسحأ•

450000غلبمعاديإمت20.2. DZD3اهردقايونسةبكرمةدئافةبسنوذراخدإباسحب%.

.رامثتسلإانمةنس11دعبباسحلاغلبمبسحأ•

3250000هردقغلبمبةديدجةرايسءارشمت21.2. DZD.

5دعباهعيبةداعإمتيسمكبف،ايونس%18اهردقةبكرمةبسنبضفخنتةرايسلاةميقنأتملعاذإ

؟لامعتسلإانمتاونس

200000غلبمعضوبAصخشماق22.2. DZD8اهردقةبكرمةدئافةبسنوذباسحيف%.

180000غلبمعضوبBصخشماقتقولاسفنيف DZDاهردقةبكرمةدئافةبسنوذباسحيف

10%.

ىلعBصخشلاوAصخشلايباسحلةبستكملاةميقلانلاثمينيذللا،bnوanيترابعبتكأ.1

.ةرتفnدعب،يلاوتلا

؟AصخشلاباسحديصرBصخشلاباسحديصرقوفينمزلانمةرتفمكدعب.2

ةيسدنهلا-ةيباسحلاتايلاتتملا2.5.4

:ةيلاتلاتايلاتتملاريغتهاجتإسردأ23.2.

1) u0 = 3, un+1 = −2un + 9 2) u0 = 1, un+1 = −1

2
un + 1

3) u0 = 2, un+1 =
2

3
un +

2

3
4) u0 = 4, un+1 = −un + 3

5) u0 = −2, un+1 =
3

5
un − 5

6
6) u0 = −3, un+1 =

3

5
un − 5

6

7) u0 = 1, un+1 = 3un − 6 8) u0 = −1, un+1 = 5un + 6

.اهتياهنبسحاو23.2.نيرمتلانمةيسدنه-ةيباسحةيلاتتملكلماعلادحلاةرابعبتكأ24.2.

nىيعيبطددعلكلجأنمققحتةتباثريغ(un)ةيددعةيلاتتمانيدلتناكاذإهنأنيب25.2.

un+1ةيعجارتلاةقلاعلا = aun + bنإف(un)ناكاذإطقفواذإةبيترa > 0.

.كرتشم590يضايريدانيكرتشمددعغلب2017يفناج01خيراتب26.2.

:ديدجكرتشم20هيلإمظنينيحيفنيكرتشملانم%5رداغيرهشلكنأاملع
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.رهشلاةبترلثميnثيح،(un)ةيلاتتمدودحةطساوبيدانلايفنيكرتشملاددعلثم.1

nيعيبطددعلكلجأنم.2 ≥ un:عضن1 = vn + 400.

.(un)ةيلاتتمللماعلادحلاةرابعجتنتسامث،ةيسدنهةيلاتتم(vn)نأنيب•

.كتباجإللع؟رهشلكصقانتيمأنيكرتشملاددعديازتيله.3

.وضع500نملقأنيكرتشملاددعضفخنانإهبصنمنمليقتسينأيدانلاريدمررق.4

؟ىتموريدملاليقتسيسله،(un)ةيلاتتملاجذومنىلعادامتعإ•

1500هردقتباثغلبمبرهشلكيفوكرتشملكمهاسي.5 DZD.

؟2017ةنسيفيدانلاليخادمرادقمام)ا

؟2018ةنسيفيدانلاليخادمرادقمام)ب

7800000.00نملقأةيونسلاليخادملاتضفخنانإيدانلاطاشنيهنتساهنأةرادلإاتررق.6

DZD.

؟هباوبأيضايرلايدانلااهيفحتفيةنسرخأيهام•

.27.2

150000هتميقيلامغلبمعاديإبصخشماق.1 DZDطايتحلإاوريفوتلاقودنصبهباسحيف.

باسحلابحاصنأامك،t=1%يواستغلبملانمةيرهشةبسنقودنصلاذخأي،هتامدخلباقم

1000هتميقاتباثاغلبمرهشلكهباسحىلإفيضي DZD.

.عبارلاوثلاثلاويناثلارهشلاةيادبباسحلايفعدوملاغلبملاةميقبسحأ)ا

رهشلايفهتميقنيبورهشيأيفباسحلايفعدوملاغلبملاةميقنيبةقلاعلاجتنتسإ)ب

.يلاوملا

u1لولأااهدحبةفرعملا(un)ةيددعلاةيلاتتملاربتعن.2 = ةيعجارتلاةقلاعلابو150

un+1 = 0.99un + 1

باسحلاةميقنيبو(un)ةيلاتتملانيبةقلاعلاجتنتسامثu4وu2،u3دودحلابسحأ)ا

.لولأاءزجلايفروكذملا

nيعيبطددعلكلجأنم،تبثأ)ب > unنأ،0 > 100.

؟جتنتستاذام.(un)ةيلاتتملاريغتهاجتإسردأ)ج
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nيعيبطددعلكلجأنم،ةفرعملا(vn)ةيلاتتملاربتعن.3 > :ةقلاعلاب،0

vn = un − 100

.ةيسدنهةيلاتتم(vn)نأتبثأ)ا

.unماعلادحلاةرابعمث،vnماعلادحلاةرابعجرختسإ)ب

.limunبسحأ)ج

.هتامدخلباقملولأاماعلايفطايتحلإاوريفوتلاقودنصهاضاقتييذلاغلبملابسحأ.4

يفهعضويذلاغلبملالمجمنمهتامدخلباقمقودنصلاهبستكأيذلاغلبملاةبسنبسحأ.5

.ىلولأاةنسلايفهباسحيفصخشلا
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3باب

ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا

ةيددعلالاودلا3.1

ةيلولأاميهافملا3.1.1

.يقيقحريغتملةيددعلاةلادلاموهفميطعييلاتلافيرعتلا

يقيقحريغتملةيددعلاةلادلا 1.3 فيرعت

fيقيقحريغتملةيددعلاةلادلا : R → Rيقيقحددعلكبطبرتةقلاعلكيهxاددع

yبتكنوyرثكلأاىلعادحاوايقيقح = f(x)وأx 7→ y = f(x).

1.3 لاثم

fةلادلا : R → R, x 7→ f(x) = 2xهفعضبيقيقحددعلكقفرتيقيقحريغتملةيددعةلاديه.

ةروصلاوةقباسلا 2.3 فيرعت

yثيحبنيقيقحنيددعyوxناكاذإ = f(x)نإلوقنف

•yةروصوهxةلادلاةطساوبf،وأ

•xةقباسوهyةلادلاةطساوبf.

2.3 لاثم

xةقلاعلابRىلإRنمةفرعملاfةلادلا 7−→ f(x) = x222ددعلا2ددعلاب،لاثم،قفرت = بتكن.4

2نذإ 7−→ f(2) = f(2)راصتخاببتكنوأ4 = 4.

ةقباسوه2ددعلانإةيناثةغيصبلوقنوأ،fةلادلاةطساوب2ددعلاةروصوه4ددعلانإلوقن

.fةلادلاةطساوب4ددعلا
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

3.3 لاثم

gةقلاعلابةفرعملاgةلادلا : R → R, x 7→
√
xةيرذجلاةلادلاىمست.

g(9)ددعلايهgةلادلاةطساوب9ددعلاةروص =
√
9 = 3.

دادعلأاةعومجميفبلاسددعرذجباسحنكميلاهنلأfةلادلاةطساوبةروصكلميلا1−ددعلا

.ةيقيقحلا

4.3 لاثم

hيليامكةفرعملاhةلادلاربتعن : R → R, x 7→ h(x) =
1

x
.

هنلأ،hةطساوبةروصكلمترفصلاادعامةيقيقحلادادعلأالك.بولقمةلادلابةلادلاهذهىمست

.مودعمهماقمرسكلةميقءاطعإنكميلا

xددعلالاثمانذخأولامأ = h(2):يليامكاهبسحنhةلادلابهتروصنإف2 =
1

2
= 0.5.

فيرعتلاةعومجم 3.3 فيرعت

fةيددعلاةلادلاةطساوبةروصاهلىتلاةيقيقحلادادعلأا : R → RةعومجملكشتDf

.fفيرعتةعومجمىمست

Df = {x ∈ R | f(x) ∈ R}

5.3 لاثم

xةلادلافيرعتةعومجمبسحأ 7−→ f(x) = 2x− 3.

هنإفxيقيقحددعيأانذخأول.ىلولأاةجردلانمدودحريثكةلادوأ،ةيفلآتةلاديهfةلادلا

انيدلنذإ.f(x)باسحيأ،xدنعfةلادلاةميقباسحاننكمي

Df = {x ∈ R | 2x− 3 ∈ R} = R

6.3 لاثم

xةلادلافيرعتةعومجمبسحأ 7−→ g(x) =
1

x− 2
دجوتلاهنإلوقننأاننكميةلادلاةرابعنم.

−xماقملانوكياملg(x)ـلةيقيقحةميق انيدلو.امودعم2

Dg = {x ∈ R | x− 2 6= 0}

= {x ∈ R | x 6= 2}

بتكنهنمو،2ادعامةيقيقحلادادعلأالكيهgةلادلافيرعتةعومجمنأيأ

Dg = R \ {2} =]−∞, 2[∪]2,+∞[

7.3 لاثم
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ةيددعلالاودلا-3.1

xةلادلافيرعتةعومجمبسحأ 7−→ h(x) =
√
x2 − 1.

نذإبتكن.ابجومريخلأااذهناكاذإلاإددعرذجباسحنكميلاهنأملعنو،ةيرذجةلادلاهذه

Dh =
{
x ∈ R | x2 − 1 ≥ 0

}
x2ةيناثلاةجردلانمدودحلاريثكةراشإسردننأبجياذهل − .زيمملاةقيرطاذهللمعتسن.1

∆ = b2 − 4ac = 4; x1 =
−b−

√
∆

2a
= −1; x2 =

−b+
√
∆

2a
= +1

x2ةراشإلودجصلختسناذهنم − 1

x2ةراشإ:3.1لودج − 1

x

x2 − 1

−∞ −1 +1 +∞

+ 0 − 0 +

Dhبتكنهنمو = {x ∈ R | x ≤ −1 وأ x ≥ نأنذإجتنتسن.{1+

Dh =]−∞;−1] ∪ [+1;+∞[

اهفيرعتتاعومجموةفولأملالاودلا3.1.2

دودحلاتاريثك

دودحريثكةلاد 4.3 فيرعت

xةيددعلاةلادلانإلوقن 7→ f(x)لكشلانمةرابعاهلتناكاذإدودحريثكيه

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

,a0وfةجردىمسييعيبطددعnثيح a1, . . . , an،عمan 6= تلاماعمىمستةيقيقحدادعأ،0

f.

8.3 لاثم

ةيلاتلاةلادلاربتعن

f : R −→ R, x 7−→ f(x) = 2x− 1

.ةيفلآتةلادكلذكىمستوأىلولأاةجردلانمدودحريثكيهةلادلاهذه
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

f(x)لكشلانميهةيفلآتةلادلةماعلاةرابعلا = ax+ b.

.ميقتسموهينايبلااهانحنمو،هيجوتلالماعمىمسيةيفلآتلاةلادلاةرابعيفaددعلا

x

y

aاملةيفلآتةلادىنحنم:3.1لكش > 0

x

y

aاملةيفلآتةلادىنحنم:3.2لكش > 0

9.3 لاثم

gةيلاتلاgةلادلانكتل : R −→ R x 7−→ f(x) = x2 + 2x− 5.

.ةيناثلاةجردلانمدودحريثكةلاديهةلادلاهذه

g(x)يهةيناثلاةجردلانمدودحيثلاثةلادلةماعلاةباتكلا = ax2 + bx+ c.

.ئفاكمعطقىمسيةيناثلاةجردلانمدودحتاريثكلاودللينايبلاىنحنملا

x

y

aاملئفاكمعطقىنحنم:3.3لكش > 0

x

y

aاملئفاكمعطقىنحنم:3.4لكش < 0

:ةيلاتلاةلادلانكتل.1

h : R −→ R; x 7−→ h(x) = 2x3 − x2 + 4x+ 1

.ةثلاثلاةجردلانمدودحريثكةلاديهhةلادلا

h(x):يهةثلاثلاةجردلانمدودحريثكةلادلةماعلاةباتكلا = ax3 + bx2 + cx+ d.

:ةيلاتلاةعبرلأايفاهرصتخنلاكشأةدعذخأينأةثلاثلاةجردلانمةلادىنحنملنكمي
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ةيددعلالاودلا-3.1

x

y

ةجردلانمدودحريثكىنحنم:3.5لكش

ىلولأاةلاحلا.ةثلاثلا

x

y

ةجردلانمدودحريثكىنحنم:3.6لكش

ةيناثلاةلاحلا.ةثلاثلا

x

y

ةجردلانمدودحريثكىنحنم:3.7لكش

ةثلاثلاةلاحلا.ةثلاثلا

x

y

ةجردلانمدودحريثكىنحنم:3.8لكش

ةعبارلاةلاحلا.ةثلاثلا

ةقلطملاةميقلا

يقيقحددعلةقلطملاةميقلا 5.3 فيرعت

يليامكفرعملاو|a|هلزمرنيذلايقيقحلاددعلايهaيقيقحددعلةقلطملاةميقلا

|a| =


−a; امل a ≤ 0

+a; امل a > 0

10.3 لاثم
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

|2|:نذإ،بجومددعوه2ددعلا.1 = +2.

|3−|:نذإ،بلاسددعوه3−ددعلا.2 = −(−3) = +3.

|0|بتكنورفصلايهرفصللةقلطملاةميقلا.3 = 0.

ةقلطملاةميقلاةلاد 6.3 فيرعت

xةرابعلابRىلعةفرعملاةلادلا 7→ |x|ةقلطملاةميقلاةلادىمست.

xةلادللينايبلاىنحنملا 7−→ |x|هاندألثمملاوه

x

y

ةقلطملاةميقلاةلادىنحنم:3.9لكش

7.3 ةظوحلم

f|ةلادللينايبلاىنحنملامسرنكمي ةيلاتلاتاوطخلاعابتابfةلادلاىنحنمنماقلاطنإ|

.لصاوفلاروحمقوفعقتيتلاfةلادلاىنحنمءازجأبظفتحن.1

اهتاريظنباهضوعنولصاوفلاروحمتحتعقتيتلاfةلادلاىنحنمءازجأفذحن.2

.لصاوفلاروحملماحلةبسنلاب

11.3 لاثم

xةلادلاىنحنم 7−→ x− xةلادلاىنحنمعم1 7−→ |x− 1|.
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ةيددعلالاودلا-3.1

x

y

xىنحنم:3.10لكش 7→ x− 1

x

y

xىنحنم:3.11لكش 7→ |x− 1|

12.3 لاثم

xةلادلاىنحنم 7−→ 0.5x2 − xةلادلاىنحنمعم2 7−→ |0.5x2 − 2|.

x

y

xىنحنم:3.12لكش 7→ 0.5x2 − 2

x

y

xىنحنم:3.13لكش 7→ |0.5x2 − 2|

13.3 لاثم

xةلادلاىنحنم 7−→ 1

2
x3 − 2x− xةلادلاىنحنمعم1 7−→ |1

2
x3 − 2x− 1|.

77



ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

x

y

1

2
x3 − 2x− 1 ةلادلاىنحنم

xىنحنم:3.14لكش 7→ 1

2
x3 − 2x− 1

x

y

∣∣∣∣12x3 − 2x− 1

∣∣∣∣ ةلادلاىنحنم

xىنحنم:3.15لكش 7→ |1
2
x3 − 2x− 1|

ةقطانلالاودلا

ةقطانلاةلادلا 8.3 فيرعت

xةلادلانإفدودحريثكيتلادQوPتناكاذإ 7−→ f(x) =
P (x)

Q(x)
.ةقطانةلادىمست

.اهماقممدعيلايقيقحددعلكدنعةفرعمةقطانلالاودلا

Df = {x ∈ R | Q(x) 6= 0}

14.3 لاثم

xةلادلايهةيرسكلالاودلاطسبأ 7−→ f(x) =
1

x
،

.بولقمةلادلابةداعىمست

Dيليامكىطعتاهفيرعتةعومجم = {x ∈ R | x 6= 0} = R∗.
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ةيددعلالاودلا-3.1

.ادئازاعطقىمسياهللثمملاينايبلاىنحنملا

x

y

xىنحنم:3.16لكش 7→ 1

x
15.3 لاثم

:ةيلاتلاgةلادلاوهةيرسكةلادليناثلالاثملا

x 7−→ g(x) =
1

x2

Dgيهاهفيرعتةعومجم =
{
x ∈ R | x2 6= 0

}
= R∗.

ةبجوملاةيقيقحلادادعلأاةعومجميهاهميقةعومجمنإفكلذل،امامتةبجومةلادلاهذهنأظحلان

بتكنو،امامت

g :]−∞; 0[∪]0;+∞[−→]0;+∞[; x 7−→ g(x) =
1

x2

.gةلادللينايبلاىنحنملاوهيلاتلالكشلا

x

y

xىنحنم:3.17لكش 7→ 1

x2

16.3 لاثم
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

h(x)اهترابعيتلاhةلادلانكتل =
4x2 − 2x+ 1

4x− 2

x

y

xىنحنم:3.18لكش 7→ 4x2 − 2x+ 1

4x− 2

يعيبرتلارذجلاةلاد

b2ققحييذلاbبجوملايقيقحلاددعلاوهaبجوملايقيقحلاددعلليعيبرتلارذجلا = a.

bيليامكaةللادبbبتكن =
√
a وأ b = a1/2.

وه25ددعلارذج،لاثم
√
25 = ×5نلأ،5+ 5 = 25.

يعيبرتلارذجلاةلاد 9.3 فيرعت

يقيقحلاددعلاxبجوميقيقحددعلكبقفرتيتلاو]∞+;0]ىلإ]∞+;0]نمةفرعملاةلادلا

بجوملا
√
xبتكنو،يعيبرتلارذجلاةلادىمست

√
· : [0;+∞[→ [0;+∞[; x 7→

√
x

17.3 لاثم
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ةيددعلالاودلا-3.1

:يلاتلالكشلايفوهيعيبرتلارذجلاةلادلاىنحنم

x

y

xىنحنم:3.19لكش 7→
√
x

18.3 لاثم

xةلادلافيرعتةعومجمبسحأ −→ f(x) =
√
2x2 + 3x− 5.

:بتكننذإ،ابجومرذجلالخادبامنوكياملةفرعمfةلادلانوكت

Df =
{
x ∈ R | 2x2 + 3x− 5 ≥ 0

}
2x2:ةيناثلاةجردلانمدودحلاريثكةراشإةساردنذإانمزلي + 3x− 5.

:يليامدجنزيمملاةقيرطلامعتساب

∆ = b2 − 4ac = 49; x1 =
−b−

√
∆

2a
= −5

2
; x2 =

−b+
√
∆

2a
= 1

:يلاتلالودجلايفصخلتُدودحلاريثكةراشإو

x

2x2 + 3x − 5

−∞ −5/2 1 +∞

+ 0 − 0 +

:نأاريخأجتنتسن

Df = {x ∈ R | x ≤ 5/2 وأ x ≥ 1}

=

]
−∞;−5

2

]
∪
[
+1; +∞

[
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

10.3 ةظوحلم

نأامئادركذتننأبجي

1.
√
x2 = |x|نإلوقننأأطخلانمهنإفكلذل:

√
(−5)2 = نلأ،5−

√
(−5)2 =

√
25 = +5

2.
√
a× b =

√
|a| ×

√
|b|بتكننأأطخلانمهنإفكلذل:

√
6 =

√
(−2)× (−3) =

√
−2×

√
:بتكننكلو،3−

√
6 =

√
(−2)× (−3) =

√
|−2| ×

√
|−3| =

√
2×

√
3

يبيعكتلارذجلاةلاد

b3ةلداعملاققحييذلاbيقيقحلاددعلاوهaيقيقحلاددعلليبيعكتلارذجلا = a.

aبتكن = 3
√
b وأ a = b1/3.

19.3 لاثم

3ددعلاوه125ددعلليبيعكتلارذجلا•
√
125 = ×5نلأ5 5× 5 = 125.

3ددعلاوه8−ددعلليبيعكتلارذجلا•
√
−8 = ×(2−)نلأ2− (−2)× (−2) = −8.

يبيعكتلارذجلاةلاد 11.3 فيرعت

3يقيقحلاددعلاxيقيقحددعلكبقفرتيتلاوRىلإRنمةفرعملاةلادلا
√
xةلادىمست

بتكنو،يبيعكتلارذجلا

3
√
· : R → R; x 7→ 3

√
x

.يبيعكتلارذجلاةلادللينايبلاىنحنملالثمييلاتلالكشلا

x

y
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ةيددعلالاودلا-3.1

xىنحنم:3.20لكش 7→ 3
√
x

20.3 لاثم

xةلادلافيرعتةعومجمبسحأ 7−→ f(x) = 3
√
x2 − 1.

نإفيقيقحددعلكلجأنمفرعميبيعكتلارذجلانأامب

Df =
{
x ∈ R | x2 − 1 ∈ R

}
.يبيعكتلارذجلاتحتامفيرعتةعومجميهيبيعكتلارذجلاةلادفيرعتةعوجمنأيأ

Dfنأجتنتسنفدودحريثكوهfةلادلارذجتحتامنأامب = R.

ةيجوزلالاودلاوةيدرفلالاودلا3.1.3

ةيدرفلاةلادلا 12.3 فيرعت

ققحتاذإةيدرفاهنأfةلادلانعلوقن

.Dfىلإيمتنيكلذكx−نإفDfىلإيمتنيxناكاذإ•

f(−x)نإفDfىلإيمتنيxناكاذإ• = −f(x).

21.3 لاثم

f(x)ةرابعلابةفرعملاةلادلايأ،بولقمةلادلا =
1

x
Dfنلأةيدرفةلاديه = R∗و

xيقيقحددعلكلجأنم• ∈ R∗انيدل−x ∈ R∗،

xيقيقحددعلكلجأنم• 6= انيدل0

f(−x) =
1

−x
= −1

x
= −f(x)

22.3 لاثم

.رشابمقيبطتككلذتابثإكرتن.ةيدرفةلاديهيبيعكتلارذجلاةلاد

13.3 ةيضق

,O(0ةطقنلا .ةيدرفةلادلكىنحنملرظانتزكرميه(0

23.3 لاثم

,O(0ةطقنللةبسنلابرظانتمبولقمةلادلاةيدرفلاةلادلاىنحنمنأاقحظحلان14.3لاثملانم 0)

.ملعملاأدبم
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

24.3 لاثم

.3.20لكشلاعماقباسةفرعملايبيعكتلارذجلاةلادلةبسنلابةظحلاملاسفنبموقن

ةيددعلالاودلاريغتهاجتإ3.1.4

ةديازتملاةلادلا 14.3 فيرعت

Dنمbوaنييقيقحنيددعلكلجأنم،ققحتاذإDىلعةديازتمfةلادلانإلوقن

aثيحب > b،يليام

f(a) > f(b)

25.3 لاثم

f(x)ةلادلاربتعن = 2x− نييقيقحنيددعلكلجأنم،نلأةديازتمةلادلاهذه.Rىلعةفرعملا3

a > b2انيدلa > 2b،2نذإa+ 1 > 2b+ f(a)هنمو1 > f(b).

26.3 لاثم

g(x)ةرابعلاب]∞+;0]ىلعةفرعملاgةلادلا = x2gنييقيقحنيددعلكلجأنمنلأ،ةديازتم

a > b ≥ a2انيدل0 > b2،هنموg(a) > g(b).

27.3 لاثم

h(x)ةلادلا = x2ىلعةفرعملاRلجأنمنلأةديازتمتسيلa = bو1 = aانيدل2− > bعمو

h(a)نأظحلانكلذ = 12 = 1 < h(b) = (−2)2 = f(a)يأ.4 < f(b).

ةصقانتملاةلادلا 15.3 فيرعت

Dنمbوaنييقيقحنيددعلكلجأنم،ققحتاذإDىلعةصقانتمfةلادلانإلوقن

aثيحب > b،يليام

f(a) < f(b)

28.3 لاثم

f(x)ةلادلاربتعن = −3x+1ىلعةفرعملاR.نييقيقحنيددعلكلجأنم،نلأةصقانتمةلادلاهذه

a > b3−انيدلa < −3b،3−نذإa+ 1 < −3b+ f(a)هنمو.1 < f(b).

29.3 لاثم

g(x):ـب]∞+;0[ىلعةفرعملاgةلادلانكتل =
1

x
.

aنييقيقحنيددعلكلجأنمنلأةصقانتمgةلادلا > b > انيدل0
1

a
<

1

b
g(a)هنمو. < g(b).
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ةيددعلالاودلا-3.1

16.3 ةظوحلم

:يليامبنيقباسلانيفيرعتلاراصتخانكمي

.ةحجارتملاهاجتابظفتحناننإفةحجارتميفرطىلعةديازتمةلادانلخدأاذإ•

.ةحجارتملاهاجتإسكعناننإفةحجارتميفرطىلعةصقانتمةلادانلخدأاذإ•

ةبيترلاةلادلا 17.3 فيرعت

.DىلعةصقانتمامإوةديازتمامإتناكاذإDىلعةبيترfةلادلانإلوقن

30.3 لاثم

xةلادلا 7→ x2يفكلذحيضوتمتامكةديازتماهنلأةبيتريه]∞+,0]لاجملاىلعةفرعملا

.26.3لاثملا

xةلادلانأتبثننأةقيرطلاسفنبنكمي 7→ x2لاجملاىلعةفرعملا] −∞, يهنذإ.ةصقانتم[0

.ةبيتر

xةلادلانكل 7→ x2ىلعةفرعملاRةصقانتميهلاوةديازتميهلاف،ةبيترتسيل.

ةيجوزلالاودلا 18.3 فيرعت

ققحتاذإةيجوزاهنأfةلادلانعلوقن

.Dfىلإيمتنيكلذكx−نإفDfىلإيمتنيxناكاذإ•

f(−x)نإفDfىلإيمتنيxناكاذإ• = f(x).

31.3 لاثم

انيدلوRىلعةفرعماهنأذإةيجوزةلاديهاقباسةفرعملاةقلطملاةميقلاةلاد

xددعلكلجأنم• ∈ Rانيدل−x ∈ R،

|x−|انيدلxيقيقحددعلكلجأنم• = |x|.

32.3 لاثم

g(x)ةلادلا =
1

x2
انيدلو∗Rىلعةفرعماهنلأةيجوزةلادكلذكيه15.3لاثملايفةفرعملا

xيقيقحددعلكلجأنم• ∈ R∗انيدل−x ∈ R∗،

xيقيقحددعلكلجأنم• 6= انيدل0

f(−x) =
1

(−x)2
=

1

x2
= f(x)
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

19.3 ةيضق

.دماعتمملعميفةيجوزةلادلكىنحنملرظانتروحموهبيتارتلاروحملماحميقتسملا

33.3 لاثم

لماحلبقيينايبلااهينحنمنأظحلانلاعفو،ةيجوزةلاديهةقلطملاةميقلاةلادنأاقباسانتبثأ

.3.9لكشلايفحضاووهامكرظانتروحمكبيتارتلاروحم

34.3 لاثم

ةرابعلاتاذةلادللينايبلاىنحنملا
1

x2
امكبيتارتلاروحملماحميقتسمللةبسنلابرظانتموه

.3.17لكشلايفرهظي

ةيسكعلالاودلا3.1.5

لابقتسماندعاستنأنكمييتلاةيسكعلالاودلايفةيسيئرلاميهافملاميدقتوهءزجلااذهنمفدهلا

.اهليصافتقدأبةيسكعلالاودلاةيرظنءاشنإانهديرنلاو،جئاتنلانمريثكلايف

ةيسكعلاةلادلا 20.3 فيرعت

fناتيدعلاناتلادلانكتل : A → Bوg : B → A.

لجأنم،ققحتاذإ،fةلادللةيسكعلاةلادلايهgنإوأ،ناتسكاعتمناتلادgوfنإلوقن

xلك ∈ Aوy ∈ B،

f(x) = y اذإطقفواذإ g(y) = x

.f−1ـبfةلادللةيسكعلاةلادللزمرناراصتخإ

35.3 لاثم

fناتلادلا : [0,+∞[→ gو]∞+,1] : [1,+∞[→ نيترابعلابناتفرعملا]∞+,0]

f(x) = x2 + 1 و g(x) =
√
x− 1

.ناتسكاعتم

xناكاذإ،لعفلاب ∈ yو]∞+,0] = f(x)نأهانعمy = x2 + xيأ،1 = ±
√
y − 1.

xنأامبو > xنلأ(0 ∈ Df(نذإx =
√
y − 1 = g(y).

yناكاذإ،ىرخأةهجنمو ∈ xو]∞+,1] = g(y)نأينعياذهفx =
√
y − yهنمو،1 = x2 + 1 =

f(x).

21.3 ةنهربم

.ريغتلاهاجتإسفنامهلنإفنيتسكاعتمنيتلادgوfتناكاذإ
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21.3 ناـهربلا

fةلادلانكتل : A → Bةيسكعلااهتلادوg : B → A.

,x1نكيل x2 ∈ Aوy1, y2 ∈ Bثيحبx1 < x2وf(x1) = y1وf(x2) = y2.

y1نإفةديازتمfةلادلاتناكاذإ• < y2و

g(y1) = x1 < x2 = g(y2)

.ةديازتمgةلادلانأيأ

y1نإفةصقانتمfةلادلاتناكاذإ• > y2و

g(y1) = x1 < x2 = g(y2)

.fةيسكعلااهتلادلثمامامت،ةصقانتمgةلادلانأيأ

ةيلحملاةيدحلاميقلاوةيدحلاميقلا3.1.6

ءزجىلعوأاهفيرعتةعومجمىلعاهققحتنأةيددعةلادلنكميةميقرغصأوأربكأنعثحبلا

مولعلااهنم،نيدايملاىتشيفاهلامعتساةرثكلارظنتايضايرلايفةمهملاعورفلادحأوهاهنم

.ةعاسلادحلةحوتفملازتلاهيفةحورطملالئاسملانمريثكلانأامك،ةيداصتقلإا

ىرغصلاةيدحلاةميقلا 22.3 فيرعت

αدنعىرغصةيدحةميقلبقتDىلعةفرعملاfةلادلانإلوقن ∈ Dلجأنمققحتاذإ

xلك ∈ D

f(x) ≥ f(α)

36.3 لاثم

f(x)ةلادلا = x2ىلعةفرعملاRيقيقحددعلكلجأنمنلأىرغصةيدحةميق0دنعلبقتx

f(x) = x2 ≥ 0 = f(0)

ىرغصلاةيلحملاةيدحلاةميقلا 23.3 فيرعت

αدنعىرغصةيلحمةيدحةميقلبقتDىلعةفرعملاfةلادلانإلوقن ∈ Dلاجمدجوُاذإ

αثيحبIحوتفم ∈ Iلكلجأنموx ∈ D ∩ I،

f(x) ≥ f(α)
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37.3 لاثم

f(x)اهترابعيتلاوRىلعةفرعملاةلادلا = 3x2 − 2x30دنعىرغصةيلحمةيدحةميقلبقت.

xلجأنم،لاعف ∈]− 1, انيدل]1

f(x) = x2(3− 2x) ≥ x2 ≥ 0 = f(0)

xلكلجأنميأ،ىرغصةيدحةميقتسيلf(0)نكل ∈ Df،نلأf(2) = −4 < f(0).

ىربكلاةيدحلاةميقلا 24.3 فيرعت

αدنعىربكةيدحةميقلبقتDىلعةفرعملاfةلادلانإلوقن ∈ Dلجأنمققحتاذإ

xلك ∈ D

f(x) ≤ f(α)

38.3 لاثم

f(x)ةرابعلابRىلعةفرعملاةلادلا =
1

1 + x2
.0دنعىربكةيدحةميقلبقت

x2+1انيدلxيعيبطددعلكلجأنم،لاعف ≥ لاجملاىلعةصقانتملا،بولقمةلادلاقيبطتبنذإ1

R+،نأجتنتسنةحجارتملاهذهيفرطىلع

f(x) =
1

1 + x2
≤ 1 = f(0)

ىربكلاةيلحملاةيدحلاةميقلا 25.3 فيرعت

αدنعىربكةيلحمةيدحةميقلبقتDىلعةفرعملاfةلادلانإلوقن ∈ Dلاجمدجوُاذإ

αثيحبIحوتفم ∈ Iلكلجأنموx ∈ D ∩ I،

f(x) ≤ f(α)

39.3 لاثم

.1دنعىربكةيلحمةيدحةميقلبقتاهنأنيبنو37.3لاثملاةلادىلإدوعن

ةرابعلاذخأتنأنكميfةلادلاxيقيقحددعلكلجأنمنألاوأظحلان

f(x) = 1− (x− 1)2(2x+ 1)

xلجأنمنذإ ∈]1
2
,
3

2
+2xانيدل] 1 > هنمو،0

f(x) = 1− (x− 1)2(2x+ 1) ≥ 1 = f(1)

xدنعنكل = f(1)ةميقلا1 = f(−1)نلأفيرعتلاةعومجملكىلعىربكةيدحةميقتسيل1 =

5 > f(1).

88



ةيددعلالاودلا-3.1

لاودلاءانحنإةعيبط3.1.7

ةبدحملاةلادلا 26.3 فيرعت

,αلكلجأنم،ققحتاذإةبدحمةلاداهنأDىلعةفرعملاfةيددعلاةلادلانعلوقن β ∈ D

tيقيقحددعلكلجأنمو ∈ [0, يليام،[1

f(tα+ (1− t)β) ≤ tf(α) + (1− t)f(β)

عقتينايبلااهانحنمنمةعطقيأتناكاذإDةعومجمىلعةبدحمfةلادلانوكت،ةينايبةفصب

.)3.21لكشلارظنأ(اهيفرطنيبطبرتيتلاميقتسملاةعطقلفسأ

.لااجمةعومجملاهذهنوكت،امومع،ةلاحلاهذهيف،ةعومجمىلعةلادةزيمبقلعتيبدحتلاموهفم

طورشرفوتبجياذهلنكل،لاجمنملادبةطقندنعةلادللةيصاخيطعيلموهفملااذهديدمتنكمي

.اقحلااهتساردواهميدقتمتيسةلادلاىلعةيفاضإ

x

y

α

f(α)

β

f(β)

tα+ (1− t)β

tf(α) + (1− t)f(β)

f(tα+ (1− t)β)

ةبدحمةلادىنحنم:3.21لكش

ةرعقملاةلادلا 27.3 فيرعت

.Dىلعةبدحمf−ةلادلاتناكاذإDىلعةرعقمfةلادلانإلوقن

40.3 لاثم

xةلادلا 7→ f(x) = x2ىلعةفرعملاRةبدحم.

tنكيلو،نيقيقحنيددعβوαنكيل،لاعف ∈ [0, نذإ.[1

f(α) = α2, f(β) = β2, t · f(α) + (1− t) · f(β) = (α2 − β2)t+ β2
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f(tα+ (1− t)β) = (α− β)2t2 + 2(b2 − ab)t

هنمو

(t · f(α) + (1− t) · f(β))− f(tα+ (1− t)β) = (a− b)2(t− t2)

0نأامبو ≤ t ≤ نإف1

(t · f(α) + (1− t) · f(β))− f(tα+ (1− t)β) ≥ 0

يأ

t · f(α) + (1− t) · f(β) ≥ f(tα+ (1− t)β)

αلكلجأنم ∈ R،β ∈ Rوt ∈ [0, 1].

ةرمتسملالاودلاوتاياهنلا3.2

فيكلاثم.اهتاذباهتساردىلإرارطضلإانودامةلاحىلعمكحننأديرناملتاياهنلالمعتسن

f(x)ةلادلافرصتت =
1

x2
دنعfةلادلاةساردنكميلاةلاحلاهذهيف؟xريغتملل0ةميقلالجأنم

.اهدنعةفرعمريغاهنلأ،ةرشابمf(0)باسحبرفصلا

x1ذخأنلاثم،0ةميقلانمبرتقتةفلتخماميقايئاوشعراتخنلاؤسلاىلعةباجلإل = 0.1،x2 = 0.01،

x3 = y1ميقلاكولسظحلانو…0.001 = f(x1)،y2 = f(x2)،y3 = f(x3)….

f(0.1) =
1

0.01
= 100, f(0.01) =

1

0.0001
= 10000, f(0.001) =

1

0.000001
= 1000000

yةلادلاميقديازتىلإيدؤترفصلانمxريغتملاميقبارتقانأنذإظحلان = f(x)وحن+∞.

ةيلاتلاةيتايضايرلاةباتكلايفصخلتُةلاحلاهذهلثم

lim
x→0

f(x) = +∞

.لاودلاةيرارمتسإفيرعتلاهلمعتسنفيكىرنواهعونتعمتلااحلاهذهلثمرثكأسردنس

تاياهنلا3.2.1

Rنمنيرصنعbوaنكيل = R ∪ ـلواسمامهدحأوأامهوأنييقيقحناددعامهنأينعي،{∞±}

.∞−وأ∞+
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ةلادةياهن 28.3 فيرعت

(xn)ةيلاتتملكلجأنمناكاذإbيواستaنمبرتقيxاملfةلادلاةياهننإلوقن

ynـبةفرعملا(yn)ةيلاتتملاةياهننإفaيواستاهتياهن = f(xn)يواستbبتكنو

lim
x→a

f(x) = b

41.3 لاثم

f(x)ةرابعلابRىلعةفرعملاfةلادلانكتل = 3x − xريغتملااملfةلادلاةياهنةفرعمدون.1

limباسحديرنيأ،1نمبرتقي
x→1

f(x).

limxnيأ،1وحنةبراقتمةيددعةيلاتتم(xn)نذإنكتل = 1.

ynـبةفرعملا(yn)ةيلاتتملا = f(xn) = 3xn − ققحت1

lim yn = lim 3xn − 1 = 3 · limxn − 1 = 2

limهنمو
x→1

f(x) = 2.

29.3 ةنهربم

limنإفنييقيقحنيددعbوaناكاذإ
x→a

f(x) = bددعلكلجأنمققحتاذإطقفواذإ

εيقيقح > δيقيقحددعدجوي0 > −x|ناكاذإثيحب0 a| < δنإف|f(x)− b| < ε.

ائفاكمافيرعتمدقتةيرظنلاهذهو،تاياهنلالامعتسابةياهنلاموهفملارصتخمافيرعتانمدقدقل

.ةحوتفملاتلااجملالامعتسابةلادةياهنموهفمل

ةياهنفيرعتعم،6.2فيرعتلارظنأ،ةيلاتتمةياهنفيرعتلامعتسابةيرظنلاهذهصلاختسانكمي

.28.3فيرعتلا،ةلاد

وaلاكاملةحوتفملاتلااجملالامعتسابةياهنلاموهفمصلاختسإةقيرطلاسفنبكلذكنكمي

bيواسيامهدحأوأ∞.

42.3 لاثم

f(x)ةلادلاربتعن = 2x− 1.

limبتكنو،3يواست2ددعلانمبرتقيxاملf(x)ةلادلاةياهن
x→2

f(x) = 3.

εامامتبجوملايقيقحلاددعلالاثمذخأن = −f(x)|نذإ.0.01 3| < ε2|نأينعيx−1− (3)| < 0.01،

−2x|نأجتنتسناذهنمو 4| < −x|2نذإ.0.01 2| < جتنتسن2ىلعةحجارتملايفرطةمسقبو0.01

−x|نأ 2| < 0.005.

εلجأنمنذإ = δذخأننأيفكي0.01 = 0.005.

43.3 لاثم

f(x)ةلادلاةياهن =
√
x+ limx→8بتكنو3يواست8ددعلانمبرتقيxامل1

√
x+ 1 = 3.
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εانذخأوللاثمف = −f(x)|نإف0.12 3| < εنأهانعم|
√
x+ 1 − (3)| < يفرطبرضب.0.12

ةبجوملاةيمكلابةحجارتملا
√
x+ 1 + بتكننأنكميطيسبتلادعبو3

|x− 8| < 0.12(
√
x+ 1 + 3)

0.12−نأامبو <
√
x+ 1− 3 < 5.88نإف0.12+ <

√
x+ 1 + 3 < نذإذخأن.6.12+

δ = 0.12× 5.88 = 0.7056

−x|ناكاذإهنأةلوهسباهدنعققحتن 8| < −f(x)نإف0.7056 3 < 0.12.

−x|ناكاذإ،لعفلاب 8| < 7.2944نإف0.7056 < x < 8.7056.

8.2944هنمو < x+ 1 < 9.7056.

نإفةديازتميعيبرتلارذجلاةلادنأامب
√
8.2944 <

√
x+ 1 <

√
9.7056.

هنمو

−0.12 <
√
x+ 1− 3 < 0.12

−x|ةحجارتملاxريغتملاققحينأيفكينذإ 8| < −f(x)|نوكيىتح0.7056 3| < 0.12.

ىرغصميقبةياهنلا 30.3 فيرعت

نمناكاذإbيواستىرغصميقبوأراسيلانمaنمبرتقيxاملfةلادلاةياهننإلوقن

xnثيحب،(xn)ةيددعةيلاتتملكلجأ < aيعيبطددعلكلجأنمnوlimxn = a،نإف

ynـبةفرعملا(yn)ةيلاتتملا = f(xn)وحنةبراقتمb.بتكنو

lim
x

<−→a

f(x) = b

44.3 لاثم

fةيلاتلاةلادلاذخأن : R∗ ⇒ Rةرابعلابةفرعملاf(x) =
x

|x|
.

limباسحديرن
x

<−→0

f(x).

limxnققحتوةبلاساهدودحةيددعةيلاتتم(xn)نذإنكتل = يه(xn)ةيلاتتملادودحنأامب.0

|xn|نإفامامتةبلاسدادعأ = −xn.نأجتنتسن

lim
x

<−→0

f(x) = lim f(xn) = lim
xn
−xn

= −1

ىربكميقبةياهنلا 31.3 فيرعت

نمناكاذإbيواستىربكميقبوأنيميلانمaنمبرتقيxاملfةلادلاةياهننإلوقن

xnثيحب،(xn)ةيددعةيلاتتملكلجأ > aيعيبطددعلكلجأنمnوlimxn = a،نإف
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ynـبةفرعملا(yn)ةيلاتتملا = f(xn)وحنةبراقتمb.بتكنو

lim
x

>−→a

f(x) = b

45.3 لاثم

fةقباسلاةلادلاذخأن : R∗ ⇒ Rةرابعلابةفرعملاf(x) =
x

|x|
.

limباسحديرن
x

>−→0

f(x).

limxnققحتوامامتةبجومدودحتاذةيددعةيلاتتم(xn)نذإنكتل = 0.

|xn|نإفامامتةبجومدادعأيه(xn)ةيلاتتملادودحنأامب = +xn.نذإجتنتسن

lim
x

<−→0

f(x) = lim f(xn) = lim
xn
+xn

= +1

تاياهنلاىلعتايلمعلا3.2.2

.اهلةقفارملاةصاخلاتلااحلايهاموتاياهنلاباسحدعاوقيلياميفمدقن

.ايقيقحاددعλنكيلونيتيددعنيتلادgوfنكتل

يقيقحددعبةلادءادجةياهنةيصاخ

.ةلادلاةياهنبيقيقحلاددعلاءادجيواستيقيقحددعبةلادءادجةياهن

lim
x→a

λ · f(x) = λ× lim
x→a

f(x)

46.3 لاثم

xةلادلالجأنم 7→ f(x) = 3x2انيدل

lim
x→5

f(x) = lim
x→5

3 · x2 = 3× lim
x→5

x2 = 3× 25 = 75

نيتلادعومجمةياهنةيصاخ

.نيتلادلايتياهنعومجميواستنيتلادعومجمةياهن

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x)

47.3 لاثم

xنيتلادلالجأنم 7→ f(x) = 2x+ xو1 7→ g(x) =
√
x+ ةهجنمانيدل3

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

2x+ 1 = 3, lim
x→1

g(x) = lim
x→1

√
x+ 3 = 2
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ةيناثةهجنمو

lim
x→1

(f(x) + g(x)) = lim
x→1

(2x+ 1 +
√
x+ 3) = 2 · 1 + 1 +

√
1 + 3 = 5

limنأظحلان
x→a

(f(x) + g(x)) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x).

نييعتمدعةلاحةيصاخ

limناكاذإ
x→a

f(x) = limو∞+
x→a

g(x) = limنإف∞−
x→a

(f(x) + g(x))نييعتمدعةلاح.

باسح.باسحلايفةعونمملالاكشلأاىلإيدؤتيتلاتاياهنلاكلتنييعتلامدعتلااحبدصقن

.ةلادلاةرابعفلاتخابةفلتخمجئاتنىلإيدؤتدقنييعتلامدعتلااحيفتاياهنلا

48.3 لاثم

xنيتلادلاربتعن 7→ f(x) = x2وx 7→ g(x) = x4.انيدلlim
x→+∞

f(x) − g(x)نييعتمدعةلاحيه.

ةيلاتلاتاوطخلاعبتن،ةقدباهباسحيأ،اهتلازلإ

lim
x→+∞

f(x)− g(x) = lim
x→+∞

x2 − x4 = lim
x→+∞

x4
(

1

x2
− 1

)
= −∞

xنيتلادلا،نييعتلامدعةلاحرييغتنودنيتلادلاةرابعرييغتليبسيف،ربتعن 7→ f(x) = 1
x4و

x 7→ g(x) = 1
x2.انيدلlim

x→0
f(x) = lim

x→0
g(x) = +∞.

limx→0نذإ f(x)− g(x)ماقملاديحوتبموقناهتلازلإ.نييعتمدعةلاح.

lim
x→0

f(x)− g(x) = lim
x→0

(
1

x4
− 1

x2

)
= lim

x→0

1− x2

x4
= +∞

.نييعتلامدعةلاحسفنانيدلنأمغرتفلتخاةياهنلاةجيتننأظحلان

نيتلادءادجةياهنةيصاخ

.نيتلادلايتياهنءادجيواستنيتلادءادجةياهن

lim
x→a

(f(x)× g(x)) = lim
x→a

f(x)× lim
x→a

g(x)

49.3 لاثم

xنيتلادلاربتعن 7→ f(x) = 2x− xو1 7→ g(x) = 2x+ 1.

×f(x)انيدلةهجنم g(x) = (2x− 1)(2x+ 1) = 4x2 − نذإ.1

lim
x→3

f(x)× g(x) = lim
x→3

4x2 − 1 = 35

limانيدلىرخأةهجنمو
x→3

f(x) = lim
x→3

2x− 1 = limو5
x→3

g(x) = lim
x→3

2x+ 1 = 7.

limنأظحلان
x→3

f(x)× g(x) = lim
x→3

f(x)× lim
x→3

g(x).
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نييعتمدعةلاحةيصاخ

limناكاذإ
x→a

f(x) = limو0
x→a

g(x) = limنإف∞
x→a

(f(x) · g(x))نييعتمدعةلاح.

50.3 لاثم

xنيتلادلاربتعن 7→ f(x) =
1

x3
xو 7→ g(x) = x.انيدلlim

x→+∞
f(x) = limو0

x→+∞
g(x) = نذإ.∞+

lim
x→+∞

(f(x) · g(x))يلاتلاباسحلاعابتاباهتلازإ.نييعتمدعةلاحيه

lim
x→+∞

f(x) · g(x) = lim
x→+∞

x

x3
= lim

x→+∞

1

x2
= 0

نيتلادةبسنةياهنةيصاخ

.نيتلادلايتياهنةبسنيواستنيتلادةبسنةياهن

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)

باسحنكميىتحرفصلانعةفلتخمنوكتنأبجيماقملايفةلادلاةياهننأانههونننأبجي

.ةدعاقلالامعتسابرسكلاةياهن

51.3 لاثم

xقباسلالاثملايتلادربتعن 7→ f(x) = 2x− xو1 7→ g(x) = 2x+ انيدلنذإ.1

lim
x→−4

f(x)

g(x)
= lim

x→−4

2x− 1

2x+ 1
=

−9

−3
= 3

limنأظحلان
x→−4

f(x) = lim
x→−4

2x− 1 = limو9−
x→−4

g(x) = lim
x→−4

2x+ 1 = يأ.3−

lim
x→−4

f(x)

g(x)
=

lim
x→−4

f(x)

lim
x→−4

g(x)
= 3

نييعتمدعةلاحةيصاخ

limناكاذإ
x→a

f(x) = limو0
x→a

g(x) = limنإف0
x→a

f(x)

g(x)
.نييعتمدعةلاح

52.3 لاثم

xنيتلادلاربتعن 7→ f(x) = x2 − xو1 7→ g(x) = x− 1.

limانيدل
x→1

f(x) = lim
x→1

x2 − 1 = limو0
x→1

g(x) = lim
x→1

x− 1 = 0.
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limنذإ
x→1

f(x)

g(x)
يليامكاهليزن.نييعتمدعةلاحيه

lim
x→1

f(x)

g(x)
= lim

x→1

x2 − 1

x− 1
= lim

x→1

(x− 1)(x+ 1)

x− 1
= lim

x→1
x+ 1 = 2

نييعتمدعةلاحةيصاخ

limناكاذإ
x→a

f(x) = limو∞
x→a

g(x) = limنإف∞
x→a

f(x)

g(x)
.نييعتمدعةلاح

53.3 لاثم

xنيتلادلانكتل 7→ f(x) = 2x2 − xو1 7→ g(x) = −3x2 + 1.

limانيدل
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

2x2 − 1 = limو∞+
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

−3x2 + 1 = −∞.

limنذإ
x→+∞

f(x)

g(x)
يليامكاهليزن.نييعتمدعةلاحيه

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

2x2 − 1

−3x2 + 1
= lim

x→+∞

x2 ×
(
2− 1

x2

)
x2 ×

(
−3 + 1

x2

) = lim
x→+∞

(
2− 1

x2

)(
−3 + 1

x2

) = −2

3

ةيرارمتسلإا3.2.3

راسيلانمةيرارمتسلإا 40.3 فيرعت

limثيحبaدنعةفرعمfتناكاذإ
x

<−→a

f(x) = f(a)ةلادلانإلوقنفfراسيلانمةرمتسم

,a)ةطقنلادنع f(a)).

54.3 لاثم

,∞−[ىلعةفرعملاةلادلانكتل f(x)اهترابعيتلاو[1 =
√
1− x.

انيدلديكأتلاب.1دنعراسيلانمةرمتسمfةلادلا

f(x)ةلادلا• =
√
1− xاهتميقو1دنعةفرعمf(1) = 0.

يواست1راسينماهتياهن•

lim
x

<−→1

f(x) = lim
x

<−→1

√
1− x = 0

limيأ
x

<−→1

f(x) = f(1).
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نيميلانمةيرارمتسلإا 41.3 فيرعت

limثيحبaدنعةفرعمfتناكاذإ
x

>−→a

f(x) = f(a)ةلادلانإلوقنفfنيميلانمةرمتسم

,a)ةطقنلادنع f(a)).

55.3 لاثم

f(x)اهترابعيتلاو[1+,0]ىلعةفرعملاةلادلاربتعن =
√
x− x2.

نلأكلذو0نيمينمةرمتسمfةلادلا

•fاهتميقو0دنعةفرعمf(0) = 0،

يواست0نيمينماهتياهن•

lim
x

>−→0

f(x) = lim
x

>−→0

√
x− x2 = 0

limيأ
x

>−→0

f(x) = f(0)

.xريغتمللةبلاسلاميقلالجأنمةفرعمتسيلاهنلأ0راسينمةرمتسمريغfةلادلانكل

ةطقندنعةيرارمتسلإا 42.3 فيرعت

limثيحبaدنعةفرعمfتناكاذإ
x→a

f(x) = f(a)ةلادلانإلوقنفfةطقنلادنعةرمتسم

(a, f(a)).

56.3 لاثم

f(x)ةرابعلاب[1+,1−]ىلعةفرعملاfةلادلا =
√
1− x2نلأ0دنعةرمتسم

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

√
1− x2 = f(0) = 1

43.3 ةنهربم

,a)ةطقنلادنعةرمتسمfةلادلانوكت f(a))نموراسيلانمةرمتسمتناكاذإطقفواذإ

.دحاونآيفنيميلا

57.3 لاثم

نموراسينمfيتياهنباسح،0دنعةرمتسم56.3لاثملايفةفرعملاfةلادلانأتابثلإ،نكمي

لاعف.0نيمي

lim
x

<−→0

f(x) = lim
x

<−→

√
1− x2 = 0, lim

x
>−→0

f(x) = lim
x

>−→

√
1− x2 = 0

نذإ

lim
x

<−→0

f(x) = lim
x

>−→0

f(x) = f(0)
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لاجمىلعةيرارمتسلإا 44.3 فيرعت

.IىلإيمتنتaةطقنلكدنعةرمتسمتناكاذإIلاجملاىلعةرمتسمfةلادلانإلوقن

58.3 لاثم

,1−]لاجملاىلعةرمتسم56.3لاثملايفةفرعملاfةلادلا 1].

45.3 ةظوحلم

ناكاذإامأ.سابتلإنودبويعيبطIىلعةيرارمتسلإافيرعتنإفاحوتفمIلاجملاناكاذإ

Iلاثم،اقلغملااجموأحوتفمفصنلااجمI = [α, β]،لاجملافرطدنعةيرارمتسلإانإفα

ةيرارمتسلإااهبدصقيβيناثلافرطلادنعةيرارمتسلإاو،نيميلانمةيرارمتسلإااهبدصقي

.راسيلانم

ةيرارمتسلإاجئاتن3.2.4

46.3 ةنهربم

,α]دودحملاوقلغملالاجملاىلعةرمتسمةلادfتناكاذإ β]دجويهنإفc ∈ [α, β]ثيحب

inf
x∈[α,β]

f(x) = f(c).

ةميقاهلدودحموقلغملاجمىلعةرمتسمةلادلكنأاهنمرومأةدعةيرظنلاهذهنمصلختسن

غلبتةلادلاهذهنأامك،∞−يواستلايأ،ةدودحمةميقلاهذهو.لاجملااذهيفةلماشىرغص

ةفرعمةلادلانوكتcيقيقحددعلجأنمf(c)يواستىرغصلاةميقلانأيأ،ىرغصلااهتميق

infيأ.هدنعةرمتسمو
x∈[α,β]

f(x) = min
x∈[α,β]

f(x).

infينعي،لاجملافارطأدنعامإنوكيىرغصلااهتميقلةلادلاغولب
x∈[α,β]

f(x) = f(α)وأinf
x∈[α,β]

f(x) =

f(β)،نأيأ،لاجملالخادةطقندنعنوكيوأc ∈]α, β[.

59.3 لاثم

fةلادلانكتل : [1, 2] → Rاهترابعيتلاوf(x) = −1

x
.

,1]لاجملاىلعةرمتسمfةلادلا 2].

infنأنيبننأنكمي
x∈[1,2]

f(x) = xنوكيامدنعلاعف.1− ∈ [1, xنأينعياذهف[2 ≥ اذهنمو،1

نأجتنتسن

1

x
≤ 1

1
= 1

هنمو

f(x) = −1

x
≥ −1
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infنذإ
x∈[1,2]

f(x) ≥ f(1)نأامبو.1− = بتكن1−

inf
x∈[1,2]

f(x) = min
x∈[1,2]

f(x) = −1

cةطقنلادنعاهلةميقرغصأغلبتfةلادلانأانهظحلان = .اهتيرارمتسإلاجمفرطدنعيأ،1

60.3 لاثم

fةلادلاربتعن : [−1, 1] → Rاهترابعيتلاوf(x) = x2 + 1.

,1−]لاجملاىلعةرمتسمfةلادلا xيقيقحددعلكلجأنمانيدلو[1 ∈ [−1, 1]

x2 ≥ 0 ⇒ f(x) = x2 + 1 ≥ 1

infنأاذهنمجتنتسن
x∈[−1,1]

f(x) ≥ f(0)نأظحلانو.1 = نذإ.1

inf
x∈[−1,1]

f(x) = min
x∈[−1,1]

f(x) = f(0) = 1

.هيفرطدنعسيلواهتيرارمتسإلاجملخادةطقنيفىرغصلااهتميقfةلادلاغلبتةلاحلاهذهيفو

47.3 ةمزلا

,α]دودحملاوقلغملالاجملاىلعةرمتسمةلادfتناكاذإ β]دجويهنإفc ∈ [α, β]ثيحب

sup
x∈[α,β]

f(x) = f(c).

47.3 ناـهربلا

لامعتساوfناكمf−ةلادلاذخأبكلذو46.3ةيرظنلاةجيتننمةمزلالاهذهصلاختسانكمي

ةماعلاةدعاقلا

− sup
x∈[α,β]

f(x) = inf
x∈[α,β]

(−f)(x)

ةطسوتملاميقلا 48.3 ةنهربم

,α[لاجملاىلعةرمتسمةلادfتناكاذإ β[ثيحب( lim
x

>−→α

f(x)) × ( lim
x

<−→β

f(x)) < هنإف0

cدجوي ∈]α, β[ثيحبf(c) = 0.

,α[لاجملاىلعةبيترfةلادلاتناكاذإ،كلذىلإةفاضإ β[ةلداعملانإفf(x) = لبقت0

.اديحولاح

متيلكاشملانمريثكلاف.لاودلايقابنعةرمتسملالاودلااهبزيمتتادجةمهمةجيتنهذه

لحدوجوانلنمضتةطسوتملاميقلاةنهربمو،تلاداعملكشىلعةيتايضايرجذامنيفاهطيسبت
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ىمستامكلحلااذهنمبارتقلإلةيعجارتةقيرطمدقتاهنإفاذهىلإةفاضإ،لكاشملاهذهل

.فيصنتلاةيمزراوخ

61.3 لاثم

x3ةلداعملاتناكنإةفرعمديرن + x− 1 = ,0]لاجملايفلاحلبقت0 1].

fةلادلانأامب : [0, 1] → Rةرابعلابةفرعملاf(x) = x3 + x− ققحتاهتياهنو،ةرمتسم1

lim
x

>−→0

f(x)× lim
x

<−→1

f(x) = −1 < 0

f(x)ةلداعملا،ةطسوتملاميقلاةنهربمبسح،نإف = ,0[لاجملايفلاحلبقت0 1[.

f(x)ةلداعملا = ,0[لاجملاىلعةبيترfةلادلانلأاديحولاحلبقت0 لجأنمانيدل،لاعف.]1

0 ≤ a < b ≤ 1

a3 < b3 ⇒ a3 + a < b3 + b ⇒ f(a) = a3 + a− 1 < f(b) = b3 + b− 1

,0]لاجملاىلعةديازتمfةلادلانأيأ 1].

ةطسوتملاميقلا 49.3 ةمزلا

,α[لاجملاىلعةرمتسمةلادfتناكاذإ β[ثيحب( lim
x

>−→α

f(x) − b) × ( lim
x

<−→β

f(x) − b) < 0

cدجويهنإف ∈]α, β[ثيحبf(c) = b.

,α[لاجملاىلعةبيترfةلادلاتناكاذإ،كلذىلإةفاضإ β[ةلداعملانإفf(x) = bلاحلبقت

.اديحو

49.3 ناـهربلا

−f(x)ةلادلاىلع،48.3ةنهربملا،ةطسوتملاميقلاةنهربمقيبطتيفكي bىلعةرمتسملاوةفرعملا

,α[لاجملا β[.

62.3 لاثم

,1[ىلعةفرعملاةلادلانكتل f(x)اهترابعيتلاو]2 = x2 − 2

x
.

f(x)ةلداعملللحدوجوتبثننأ،ةطسوتملاميقلاةنهربملامعتساب،ديرن = ,1[لاجملايف2 2[،

−f(x)ةلادلاربتعنضرغلااذهل ,1[لاجملاىلع2 نذإ.]2

−f(x)ةلادلا• 2 = x2 − 2

x
− ,1[لاجملاىلعةرمتسم2 2[،

limانيدلو•
x

>−→1

f(x)− 2 = limو1−
x

<−→2

f(x)− 2 = يأ،1+

(
lim

x
>−→1

f(x)− 2

)
×

(
lim

x
<−→2

f(x)− 2

)
< 0
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−f(x)ةلداعملا،ةطسوتملاميقلاةنهربمبسح،نذإ 2 = ,1[لاجملايفلاحلبقت0 2[.

f(x)ةلداعملا،هنمو = ,1[لاجملايفلاحلبقت2 2[.

ةدماصلاةطقنلا 50.3 ةنهربم

fتناكاذإ : [a, b] → [a, b]دجويهنإفةرمتسمةلادc ∈ [a, b]ثيحبf(c) = c.

63.3 لاثم

f(x)ةرابعلابRىلعةفرعملاوةرمتسملاةلادلاربتعن =
1

1 + x2
.

xلجأنم،نذإ ∈ [0, انيدل[1

1 ≤ 1 + x2 ≤ 2 ⇒ 1

2
≤ f(x) =

1

1 + x2
≤ 1

,f([0نأجتنتسنهنمو 1]) ⊆ [0, 1].

f(x)ةلداعملانأجتنتسنةدماصلاةطقنلاةنهربمبسحنذإ = x0]لاجملايفلاحلبقت, 1].

ةيسلأالاودلا3.3

aساسلأايفةيسلأاةلادلا3.3.1

aساسلأايفةيسلأاةلادلا 51.3 فيرعت

aيقيقحددعلكلجأنم > ققحتوRىلعةرمتسموةفرعمfةديحوةلاددجوي0

• f(1) = a

• ∀x, y ∈ R; f(x+y) = f(x)×f(y)

.expa(x)اهيلإزمريوaساسلأايفةيسلأاةلادلاfىمست

.aساسلأايفةيسلأاةلادلانعثيدحللexpa(x)نعلادبaxةباتكلالمعتسنامومع

64.3 لاثم

xةلادلا 7→ 2xـبكلذكاهيلإزمرييتلاو2ساسلأايفةيسلأاةلادلايهexp2(x).

xةلادلا 7→ 10xـبكلذكاهيلإزمرييتلاو10ساسلأايفةيسلأاةلادلايهexp10(x).

ةيسلأاةلادللةيربجلاصاوخلا3.3.2

ةيلاتلاصاوخلاجتنتسنقباسلافيرعتلانم
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

ةيصاخ

expa(x)انيدلxيقيقحددعلكلجأنم > 0.

xةباتكبةحجارتملاهذهىلعلصحن =
x

2
+

x

2
جتنتسناذهنم.

expa(x) = expa
(x
2
+

x

2

)
ةيسلأالاودلاةيصاخنلآالمعتسن

expa(x) = expa
(x
2

)
× expa

(x
2

)
=
(

expa
(x
2

))2
.ةوجرملاةحجارتملاىلعلصحنهنمو

ةيصاخ

a∀يأ،1يواستةيسأةلاديأب0ةروص > 0, expa(0) = 1.

expa(1)نأامبف.ةيسلأالاودلاتازيممنمةطيسبةجيتنكلذكهذه = aو

expa(1) = expa(0 + 1) = expa(0)× expa(1)

aنأاذهنعجتني = expa(0)× a.هنموexpa(0) = 1.

ةيصاخ

expa(−x)انيدلxيقيقحددعلكلجأنم =
1

expa(x)

انيدل،ايقيقحاددعxنكيل

1 = expa(0) = expa(−x+ x) = expa(−x)× expa(x)

expa(−x)هنمو =
1

expa(x)
.

ةيصاخ

expa(n)انيدلnيعيبطددعلكلجأنم = an.

.nيعيبطلاددعلاىلععجارتلاأدبملامعتسابةيصاخلاهذهتابثإنكمي

ةباتكلالامعتسابةيصاخلاهذهةيؤركلذكنكمي

expa(n) = expa

1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
ةرم n

 = expa(1)× expa(1)× · · · × expa(1)︸ ︷︷ ︸
ةرم n
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ةيسلأالاودلا-3.3

،ةيسلأاةلادلاةيرارمتسإلامعتساب،مث(Q)ةيرسكلادادعلأالكلمشتلةيصاخلاهذهددمتنأنكمي

.(R)ةيقيقحلادادعلأالك

∀x ∈ R, expa(x) = ax

ةيصاخ

نإفامامتنيبجومنييقيقحنيددعbوaناكاذإ

∀x ∈ R, expa(x)× expb(x) = expa×b(x)

يواسياهساسأةيسأةلادهنعجتني،امهاساسأفلتخاوناكامهم،نيتيسأنيتلادءادجنأينعياذه

.نيساسلأاءادج

.expbوexpaنيتيسلأانيتلادلاربتعنانعدكلذحيضوتل

f(x)ةلادلاكلذكنكتلو = expa(x)× expb(x).

yوxنيقيقحنيددعلكلجأنمانيدلةهجنم

f(x+ y) = expa(x+ y)× expb(x+ y) = expa(x)× expa(y)× expb(x)× expb(y)

يأ

f(x+ y) = (expa(x)× expb(x))× (expa(y)× expb(y)) = f(x)× f(y)

.ةيسأةلادfلاعفنذإ

انيدلىرخأةهجنمو

f(1) = expa(1)× expb(1) = ab

.abيواسيfةيسلأاةلادلاساسأنأينعياذهو

ةيربينلاةيسلأاةلادلا3.3.3

57.3 فيرعت

ماعلادحلاتاذةيلاتتملا
(
1 +

1

n

)n

.eـباهتياهنىلإزمرن.ةبراقتم

.ربينتباثeىمسي

e ' 2.718281828
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

ةيربينلاةيسلأاةلادلا 58.3 فيرعت

.ةيعيبطلاةيسلأاةلادلاوأةيربينلاةيسلأاةلادلاeساسلأايفةيسلأاةلادلاىمست

.exوأexp(x)ـباهيلإزمرن

لاودلايقابصئاصخجتنتسناهصئاصخنميتلاوةيسلأالاودلاعجرمةيربينلاةيسلأاةلادلاربتعت

.اهساسأريغتامهمةيسلأا

59.3 ةنهربم

انيدلوRىلعامامتةديازتمةيربينلاةيسلأاةلادلا

lim
x→−∞

ex = 0 و lim
x→+∞

ex = +∞

x

y

1

e

1

exp(x)ةيربينلاةيسلأاةلادلاىنحنم:3.22لكش

:اهنمةمهمجئاتنةدعىنحنملااذهنمحضتي

60.3 ةيضق

xيقيقحددعلكلجأنم < exانيدل0 − 1 < 0.

xيقيقحددعلكلجأنم > exانيدل0 − 1 > 0.

.يلاتلالودجلايفةيضقلاهذهصيخلتنكمي

−exp(x)ةراشإ:3.2لودج 1

x

ex − 1

−∞ 0 +∞

− 0 +
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ةيسلأالاودلا-3.3

61.3 ةيضق

ecثيحبcديحويقيقحددعدجويγامامتبجوميقيقحددعلكلجأنم = γ.

61.3 ناـهربلا

exةلداعملاىلعةطسوتملاميقلاةيرظنقيبطتيفكيةيضقلاهذهتابثلإ − γ = xلجأنم0 ∈

]−∞,+∞[.

62.3 ةنهربم

a)امامتابجومايقيقحاددعaنكيل > ecةلداعملالحcنكيلو(0 = a.لكلجأنمنذإ

انيدلxيقيقحددع

expa(x) = exp(cx)

62.3 ناـهربلا

،ةيربينلاةيسلأاةلادلالامعتسابaساسلأايفةيسلأاةلادللىرخأةباتكيطعياذهةيناثةغيصب

expa(x) = ecx

xنأنمققحتننأيفكياذهنمدكأتلل 7→ exp(cx)اهساسأةيسأةلاديهa.لجأنمانيدللاعف

yوxنيقيقحنيددعلك

exp(c(x+ y)) = exp(cx+ cy) = ecx+cy = ecx × ecy = exp(cx)× exp(cy)

xةروصنإمث = xةلادلاةطساوب1 7→ exp(cx)يواست

exp(c · 1) = exp(c) = a

.هتابثإبجياماذهو

63.3 ةيضق

a،xساسلأايفةيسلأاةلادلا 7→ expa(x)،يه

0ناكاذإةصقانتم• < a < 1،

aناكاذإةديازتم• > 1.
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

63.3 ناـهربلا

هاجتإةساردمثةيربينلاةيسلأاةلادلالامعتسابaساسلأايفةيسلأاةلادلاةباتكيفكياذهتابثلإ

.اهريغت

نراقملاديازتلا 64.3 ةيضق

lim
x→−∞

x · exp(x) = 0 lim
x→+∞

exp(x)
x

= +∞

64.3 ناـهربلا

نلأ،ةيسدنهلاتايلاتتملاصاوخنماهجاتنتسانكميةمهملاةجيتنلاهذه

∀n > 4, en > 2n > n2

نذإ

lim
x→+∞

ex

x
≥ lim

x→+∞

2x

x
≥ lim

x→+∞
x = +∞

نأكلذكجتنتسنةياهنلاهذهنم

lim
x→+∞

x

ex
= 0

يليامكةياهنلاهذهبتكننأنكميةيسلأاةلادلاصاوخلامعتسابو

lim
x→+∞

x · e−x = 0

جتنتسنةريخلأاةياهنلايفy−ـبxريغتملاليدبتبمث

lim
y→−∞

y · ey = 0

65.3 ةمزلا

انيدلαبجوميقيقحددعلكلجأنم

lim
x→−∞

(−x)α · exp(x) = 0 lim
x→+∞

exp(x)
xα

= +∞
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ةيمثيراغوللالاودلا-3.4

65.3 ناـهربلا

yديدجلاريغتملالامعتسابنيتياهنلاجاتنتسإنكمي = 1
α · x64.3ةيضقلالامعتسامث.

xانيدل،لاعف = α · yوlim
x→±∞

y = نذإ∞±

lim
x→−∞

(−x)α · ex = lim
y→−∞

(−αy)α · eαy

بتكنسسلأاىلعباسحلاقيبطتب

(−αy)α · eαy = αα(−y)α · (ey)α = αα · (−y · ey)α

نذإ

lim
x→−∞

(−x)α · ex = lim
y→−∞

αα · (−y · ey)α

limنأامب
y→−∞

yey = نإف0

lim
x→−∞

(−x)α · ex = lim
y→−∞

αα · (−y · ey)α = 0

limةيناثلاةياهنللةبسنلاب
x→+∞

ex

xα
xريغتملاليدبتنإف = αyىلإيدؤي

lim
x→+∞

ex

xα
= lim

y→+∞

eαy

(αy)α
=

1

αα
lim

y→+∞

(
ey

y

)α

= +∞

66.3 ةنهربم

.Rىلعةبدحمةيربينلاةيسلأاةلادلا

ةيمثيراغوللالاودلا3.4

aساسلأايفةيمثيراغوللاةلادلا3.4.1
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

aساسلأايفةيمثيراغوللاةلادلا 67.3 فيرعت

aيقيقحددعلكلجأنم > ]∞+,0[ىلعةرمتسموةفرعمfةديحوةيددعةلاددجوي0

ققحتو

• f(a) = 1

• ∀x, y ∈]0,+∞[, f(x× y) = f(x) + f(y)

.loga(x)اهيلإزمريوaساسلأايفةيمثيراغوللاةلادلاةلادلاهذهىمست

ةيمثيراغوللاةلادللةيربجلاصاوخلا3.4.2

ةيلاتلاصاوخلاجتنتسنقباسلافيرعتلانم

ةيصاخ

.0يواستةيمثيراغولةلاديأب1ةروص

∀a > 0, loga(1) = 0

نأذإ،ةيمثيراغوللاةلادلافيرعتنمةرشابمةيصاخلاهذهجتنتسن

loga(1) = loga(1× 1) = loga(1) + loga(1)

loga(1)نأينعياذهو = 0.

ةيصاخ

xيقيقحددعلكلجأنم > logaانيدل0

(
1

x

)
= − loga(x).

xناكاذإ > 1نإف0 = x× 1

x
ةيصاخلالامعتساوةلداعملايفرطىلعةيمثيراغوللاةلادلاقيبطتب.

نأصلختسن68.3

0 = loga(x) + loga

(
1

x

)
.ةيصاخلاةجيتنيتأتهنمو

ةيصاخ

loga(an)انيدلnيعيبطددعلكلجأنم = n.

نأةظحلامنكميوأ،عجارتلابللادتسلإالامعتسابةيصاخلاهذهتبثت

an = a× a× · · · × a︸ ︷︷ ︸
ةرم n
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ةيمثيراغوللالاودلا-3.4

دجناهفيرعتلامعتساوةلداعملايفرطىلعaساسلأايفةيمثيراغوللاةلادلاقيبطتبو

loga(a
n) = loga(a) + loga(a) + · · ·+ loga(a)︸ ︷︷ ︸

ةرم n

ةقباسلاةرابعلانمدجنaساسلأايفةيمثيراغوللاةلادلافيرعتلامعتسابىرخأةرم

loga(a
n) = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

ةرم n

= n

ةيرارمتسلإالامعتسابمث(Q)ةيرسكلادادعلأالكلمشتل،ايربج،ةيصاخلاهذهددمتنأنكمي

.(R)ةيقيقحلادادعلأالكلمشتل

∀x ∈ R, loga(a
x) = x

ةيصاخ

logaانيدلامامتبجومxيقيقحددعلكلجأنم xn = n loga x.

.ةقباسلاةيصاخلايفتاوطخلاسفنعابتإنكميةيصاخلاهذهراهظلإ

ةيمثيراغوللاةلادلاةيرارمتسإلامعتسابجينكل،يبسنددعnلجأنمةيصاخلاهذهديدمتنكمي

.ايقيقحاددعnنوكياملةيصاخلاهذهقيقحتل

ةيصاخ

.ةيمثيراغولةلاديهنيتيمثيراغولنيتلادةعومجم

logbوlogaنيتيمثيراغوللانيتلادلاربتعناذهحيضوتل

f(x)ةلادلانكتلو = loga(x) + logb(x).

نذإ.امامتنيبجومنيقيقحنييدعyوxنكيل

f(x× y) = loga(x× y) + logb(x× y) = loga(x) + loga(y) + logb(x) + logb(y) =

نذإبتكناذهنم

f(x× y) = (loga(x) + logb(x)) + (loga(y) + logb(y)) = f(x) + f(y)

.ةيمثيراغولةلادfنذإ
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

ةيربينلاةيمثيراغوللاةلادلا3.4.3

ةيربينلاةيمثيراغوللاةلادلا 73.3 فيرعت

ةيمثيراغوللاةلادلاوأةيربينلاةيمثيراغوللاةلادلاeساسلأايفةيمثيراغوللاةلادلاىمست

.exp(x)وأlnxـباهيلإزمريوةيعيبطلا

فلتخميفةيمثيراغوللالاودلاعجرمربتعتةيربينلاةيمثيراغوللاةلادلا،ةيربينلاةيسلأاةلادلالثم

.سسلأا

.ةيربينلاةيمثيراغوللاةلادلاوةيربينلاةيسلأاةلادلانيبطبارلايطعتةيلاتلاةيرظنلا

74.3 ةنهربم

.ةيربينلاةيسلأاةلادللةيسكعلاةلادلايهةيربينلاةيمثيراغوللاةلادلا

∀x ∈]0,+∞[, elnx = x

∀x ∈ R, ln ex = x

74.3 ناـهربلا

.ىلولأاةقلاعلاةرشابماهنمجتنتسنوةيناثلاةقلاعلاةحصنمققحتلانكمي

x∀ةيناثلاةقلاعلاةحصتبثن ∈ R, ln ex = x

.احيحصاددعمثايعيبطاددعxنوكياملايربج:لاوأ•

∀n ∈ Z, ln en = n

ةباتكنكميةطاسببوأ،عجارتلابناهربلالامعتسإكلذلنكمي

ln en = ln(e× e× · · · × e︸ ︷︷ ︸
ةرم n

) = ln e+ ln e+ · · ·+ ln e︸ ︷︷ ︸
ةرم n

= n

xيأ،ايبسناددعxنوكياملايربج:ايناث• =
n

m
mثيحب ∈ N∗وn ∈ Z.

نأةلاحلاهذهيفتبثن

ln e
n
m =

n

m

بتكناذهل

m ln e
m
n = ln

(
e

n
m

)m
= ln en = n

.ةبولطملاةقلاعلاجتنتسنهنمو

.xيقيقحددعلكلجأنم،ةيارمتسلإالامعتساب:اثلاث•
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ةيمثيراغوللالاودلا-3.4

.تاجاتنتسإةدعبمايقلاةلوهسبنكميفexpxةلادللةيسكعلاةلادلايهlnxنأامبنذإ

75.3 ةنهربم

انيدلو]∞+,0[ىلعةديازتمةيربينلاةيمثيراغوللاةلادلا

lim
x

>−→0

lnx = −∞ lim
x→+∞

lnx = +∞

75.3 ناـهربلا

expةيربينلاةيسلأاةلادلانأامب : R ةيمثيراغوللاةلادلا،ةيسكعلااهتلادنإفةديازتم]∞+,0[→−

lnةيربينلا :]0,+∞[−→ R،21.3ةيرظنلارظنأ(كلذكةديازتم(.

ةيسلأانيتلادلاسكاعتلامعتساوةيربينلاةيسلأاةلادلايتياهننمنيتياهنلانيتاهصلاختسانكمي

.ةيربينلاةيمثيراغوللاوةيربينلا

.يليامككلذكنيتاهنلانيتاهتابثإنكمي

xnةيلاتتملاربتعن = en.انيدلlimxn = +∞.

نذإ

lim
xn→+∞

lnxn = lim
n→+∞

ln en = limn = +∞

دجناهديازتوةيمثيراغوللاةلادلاةيرارمتسإلامعتساب

lim
x→+∞

lnx = +∞

xnةيلاتتملالاثمربتعنةيناثلاةياهنللةبسنلابكلذك = e−n =
1

en
.

n∀نأظحلان ∈ N, xn > xnنذإ،0
>−→ nامل0 → +∞.

هنمو

lim
xn

>−→0

lnxn = lim
n→+∞

ln e−n = lim−n = −∞

دجناهتباتروةيمثيراغوللاةلادلاةيرارمتسإلامعتساب

lim
x

>−→0

lnx = −∞
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

x

y

1 e

1

lnxةيربينلاةيمثيراغوللاةلادلاىنحنم:3.23لكش

76.3 ةيضق

0يقيقحددعلكلجأنم < x < lnxانيدل1 < 0.

xيقيقحددعلكلجأنم > lnxانيدل1 > 0.

.يلاتلالودجلايفةيضقلاهذهصيخلتنكمي

lnxةراشإ:3.3لودج

x

lnx

0 1 +∞

− 0 +

77.3 ةيضق

lnثيحبcديحووامامتبجوميقيقحددعدجويγيقيقحددعلكلجأنم c = γ،ةفاضإ

cانيدلكلذىلإ = eγ.

77.3 ناـهربلا

xةديازتملاوةرمتسملاةلادلاىلعةطسوتملاميقلاةيرظنلمعتسنكلذتابثلإ 7→ lnx.
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ةيمثيراغوللالاودلا-3.4

78.3 ةنهربم

aيقيقحددعلكلجأنم > انيدل0

∀x ∈ R, expa(x) = ex·ln a

aساسأيأتاذةيسلأاةلادلاةرابعةحارصيطعتو62.3ةيرظنللةمتتيهةيرظنلاهذه > ةللادب0

.ةيربينلاةيسلأاةلادلا

79.3 ةنهربم

aامامتبجوميقيقحددعلكلجأنم 6= انيدل1

∀x > 0, loga(x) =
lnx
ln a

79.3 ناـهربلا

نأينعياذهفaساسلأاتاذةيسلأاةلادلاةيسكعيهaساسلأاتاذةيمثيراغوللاةلادلانأامب

loga x = y ⇔ x = expa(y)

بتكن78.3ةيرظنلاةجيتنلامعتسابمث

x = expa(y) ⇒ x = ey·ln a ⇒ lnx = y · ln a ⇒ y =
lnx
ln a

xلكلجأنمهنمو > انيدل0

loga x =
lnx
ln a

80.3 ةمزلا

0:ساسلأاققحاذإ• < a < .ةصقانتمlogaةيمثيراغوللاةلادلانإف1

a:ساسلأاققحاذإ• > .ةديازتمlogaةيمثيراغوللاةلادلانإف1

80.3 ناـهربلا

ةباتكلالامعتساب

loga(x) =
lnx
ln a

lnنأوةديازتمةيربينلاةيمثيراغوللاةلادلانأملعلاعم a < 0لجأنم0 < a < كلذكو،1

ln a > aلجأنم0 > .ةبولطملاةجيتنلاةرشابمجتنتسن1
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ةيمثيراغوللالاودلاوةيسلأالاودلا-3

تاقيبطتونيرامت3.5

:ةيلاتلاتلاداعملالح1.3.

•2n + 2n+1 + · · ·+ 22n = 2016 •x
√
x − (

√
x)x = 0 • logx 7 = 3 • logx 7 = log7 x

•e2x+ln 2 + eln 3 = ex+ln 5 •25x−3 = 52x−3 •(ex)2 − ex+1 = 0

:ةيلاتلاتاحجارتملالح2.3.

•e
−x − 1

lnx− 1
< 0 •(log2 x

2)2 > 4 •3x > 7x •x+
√
x− 2 > 0 •ex + e1−x ≥ e+ 1

:اهتاريغتتاهاجتإسرداواهفيرعتتاعومجمفارطأدنعةيلاتلالاودلاتاياهنبسحأ3.3.

•f(x) = ex√
x

•g(x) = ln
x2

4− x
•h(x) =

√
1− e2x •u(x) = 9

(3 + x2)2
•v(x) = logx e

:ةيلاتلاتاياهنلابسحأ4.3.

• lim
x→±∞

2x3 − x2 + 7x− 4

4x2 + 4x− 3
• lim
x→1

3x2 − 12x+ 9

x− 1
• lim
x→4

√
2x+ 1− 3

√
x− 2−

√
2

• lim
x→±∞

√
x2 − x

3
√
x3 − x2

• lim
x→+∞

√
x+ 9−

√
x+ 4 • lim

x
>−→1

√
x+ 8− 3√
x− 1

• lim
x→2

√
5− 2x− 1√
3x+ 3− 3

• lim
x

>−→2

(x− 2)x
2−4 • lim

x→±∞

(
1 + x2

) 1
x

:اهفيرعتةعومجمىلعةيلاتلالاودلاةيرارمتسإسردأ5.3.

• f(x) =


ex−1 − 1 امل x ≤ 1

lnx امل x > 1

• g(x) =


1

/(
1 + exp

(
1

x

))
امل x 6= 0

1 امل x = 0

• h(x) =


|x|
x

+ 1 امل x 6= 0

0 امل x = 0

• t(x) =


1− |x| امل x ∈ [−1;+1[

√
x2 − 1 امل x ∈]−∞;−1[∪[1;+∞[

Rىلعةرمتسمةقفارملاةلادلالعجتيتلاaيقيقحلاطيسولاميق،يليامملكيف،بسحأ6.3.

.اينايبةلادلالثممث

• f(x) =

 2x− 1 امل x < a

x2 − x+ 1 امل x ≥ a
• g(x) =

 aex−2 + 1 امل x < 2

exp(x2 − 2x− 2) امل x ≥ 2

• h(x) =

 ax+ 1 امل x < a

2ae(x−a) امل x ≥ a
• t(x) =

 2x2 + 3x+ 1 امل x ≤ a

−x2 − 3x+ 1 امل x > a
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.7.3

x3ةلداعملانأنيبةطسوتملاميقلاةنهربملامعتساب8.3. − 2x2 + 1 = .Rىلعلاحلبقت0

xةلداعملانأنيبةطسوتملاميقلاةنهربملامعتساب9.3.
√
1 + x2 − 1 = لاجملاىلعلاحلبقت0

[−1, 1].

ةلداعملانأنيتفلتخمنيتقيرطبنيب10.3.
1 + x

1 + 2x2
= x1−]لاجملاىلعلاحلبقت, 1].

,a]لاجملاىلعةرمتسمةلادfنكتل11.3. b]ثيحبf(a) > aوf(b) < b.

f(x)ةلداعملانأنيب• = xلاحلبقت.

x−e−xةلداعملانأنيبةدماصلاةطقنلاةنهربملامعتساب12.3. = ,0]لاجملايفلاحلبقت0 1].

,a]لاجملاىلعنيترمتسمنيتلادgوfنكتل13.3. b]ثيحبf(a) > g(a)وf(b) < g(b).

f(x)ةلداعملانأنيب• = g(x)لاحلبقت.

pبلطلاوضرعلايتلادىطعت14.3. = S(q)وp = D(q)نيترابعلاب

S(q) = 0.01x2 + 0.11x+ 2.5, D(q) = −0.01x2 − 0.2x+ 8

4ريغتملاثيح ≤ q ≤ نمثلثميpريغتملاو،قوسلايفةرفوتملايراجتلاجوتنملاةيمكلثمي16

.يراجتلاجوتنملاةدحو

S(q)ةلداعملانأنيب• = D(q)لاحلبقتq∗ ∈]4, 16[.

.قوسلانزاوترعسD(q∗)لثمي
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4باب

تاقتشملا

وأريغتميففيفطلارييغتلارثؤينأنكميفيكةفرعمامهمنوكيداصتقلإالئاسمنمريثكلايف

لامعلاةرجأيفةدايزلاريثأتام:لاثم.اهبةطبترمىرخأةيمكوأريغتمىلعةلقتسمامةيمك

ةدحولاعيبرعسعفترااماذإامجوتنمتاعيبمةيمكريغتتسفيكوأ،مهلةيمويلافيراصملاىلع

.نيعمرادقمب

اجذومنولاهساريسفتانحنمتيتلاةقتشملاروديتأياهريغوةلئسلإانمعونلااذهىلعةباجلإل

ايلعلابترلانمتاقتشملاوةقتشملاةلادلاوةيقاقتشلإاموهفمىلإبابلااذهيفقرطتن.اهلاحضاو

.داصتقلإامولعنيدايمفلتخميفاهتلاامعتسلأةيقيبطتجذامنعم

قاقتشلإاموهفم4.1

ديازتلاةبسن4.1.1

ديازتلاةبسن 1.4 فيرعت

:ثيحx2وx1نيتطقنلادنعةفرعمةيددعةلادfنكتل

f(x1) = y1 f(x2) = y2

يليامكفرعملايقيقحلاددعلاوهx2وx1نيتطقنلانيبfةلادلاديازتةبسن

∆y

∆x
=

y2 − y1
x2 − x1

1.4 لاثم
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تاقتشملا-4

.اههيجوتلماعموأليملايواستةتباثةميقيهاهديازتةبسننإف،ةيفلآتلالاودللةبسنلاب

f(x)ةيفلآتةلادلةماعلاةرابعلاذخأن = ax+ bنكيلوx1 6= x2نذإ.نييقيقحنيددع

∆f

∆x
=

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
=

(ax2 + b)− (ax1 + b)

x2 − x1
=

a(x2 − x1)

x2 − x1
= a

2.4 لاثم

f(x)ةلادلاديازتةبسن = x2نيتطقنلانيبx1 = x2و1 = يه2

∆f

∆x
=

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
=

4− 1

2− 1
= 3

2.4 ةظوحلم

;x1)نيتطقنلابرمييذلاميقتسملاليملثميx2وx1نيتطقنلانيبfةلادلاديازتةبسن f(x1))

;x2)و f(x2)).

x

y

x1

f(x1)

x2

f(x2)

∆x

∆y

ديازتلاةبسن:4.1لكش

قتشملاددعلا4.1.2

قاقتشلإاةيلباق 3.4 فيرعت

aنكيلوIحوتفملاجمىلعةرمتسموةفرعمةلادfنكتل ∈ I.

limةياهنلاتناكاذإaدنعقاقتشلإلةلباقfةلادلانإلوقن
x→a

f(x)− f(a)

x− a
.ةدوجوم

3.4 لاثم

f(x)ةلادلا = x2ىلعةفرعملاRدنعقاقتشلإلةلباقa = نلأ1

lim
x→1

=
f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1

x2 − 1

x− 1
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قاقتشلإاموهفم-4.1

ريهشلاءادجلاقيبطتبنكل.نييعتمدعةلاحاهنلأةرشابمةياهنلاهذهباسحنكميلاهنأظحلان

يلاتلاطيسبتلابموقننأنكميفطسبلايف

x2 − 1

x− 1
=

(x− 1)(x+ 1)

x− 1
= x+ 1

يليامجتنتسنهنمو

lim
x→1

=
f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1
x+ 1 = 2

4.4 ةظوحلم

مدعنياملنييعتلامدعةلاحىلإيدؤتاهقاقتشإةيلباقةساردنإفةلادلاةيرارمتسلإارظن

اذإامددحييذلاوهةياهنلاباسحونييعتلامدعةلاحةلازإو.دحاونآيفماقملاوطسبلا

.لاوأقاقتشلإالبقتةلادلاهذهتناك

قتشملاددعلا 5.4 فيرعت

limةميقلانإفaدنعقاقتشلإلةلباقfتناكاذإ
x→a

f(x)− f(a)

x− a
ةلادللقتشملاددعلاىمست

fدنعaـبهلزمريوf ′(a).

4.4 لاثم

f(x)ةلادلانأ3.4لاثملايفانتبثأدقل = x2دنعقاقتشلإلةلباقa = اندجوباسحلادعبو1

lim
x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= 2

fبتكنف2يواسي1ةلصافلادنعقتشملاددعلانذإ ′(1) = 2.

راسيلانمقاقتشلإاةيلباق 6.4 فيرعت

limةياهنلاتناكاذإaراسينمقاقتشلإلةلباقfةلادلانإلوقن
x

<−→a

f(x)− f(a)

x− a
.ةدوجوم

fهلزمريوaدنعfةلادللراسيلانمقتشملاددعلاىمستةياهنلاهذهةميق ′
g(a).

5.4 لاثم

fةلادلا : R → Rاهترابعيتلاf(x) = 1 +
√
−x3دنعراسيلانمقاقتشلإالبقتa = ،ةفرعماهنلأ0

f(0) = انيدلو،1

lim
x

<−→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x
<−→0

(1 +
√
−x3)− 1

x
= lim

x
<−→0

√
−x = 0

fبتكنهنمو ′
g(0) = 0.
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نيميلانمقاقتشلإاةيلباق 7.4 فيرعت

.ةدوجومةيلاتلاةياهنلاتناكاذإaنيمينمقاقتشلإلةلباقfةلادلانإلوقن

f ′
d(a) = lim

x
>−→a

f(x)− f(a)

x− a

6.4 لاثم

fةلادلا : R → Rاهترابعيتلاf(x) = 1 +
√
xدنعراسيلانمقاقتشلإالبقتa = ،ةفرعماهنلأ1

f(1) = انيدلو،2

lim
x

>−→1

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x
>−→1

(1 +
√
x)− 2

x− 1
= lim

x
>−→0

√
x− 1

x− 1

هيلعمسقنوطسبلاقفارميفرسكلابرضناهتلازلإو،نييعتمدعةلاحىلإلوؤتةريخلأاةياهنلا

ىلعلصحنل

lim
x

>−→1

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x
>−→1

√
x− 1

x− 1
×

√
x+ 1√
x+ 1

ىلإةياهنلاطسبنلريهشلاتاقباطتملالمعتسن

lim
x

>−→1

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x
>−→1

(
√
x)2 − 1

x− 1
× 1√

x+ 1
= lim

x
>−→1

1√
x+ 1

=
1

2

fبتكنهنمو ′
d(1) =

1
2.

8.4 ةيضق

نموراسيلانمقاقتشلإلةلباقتناكاذإطقفواذإaدنعقاقتشلإلةلباقfةلادلانوكت

fناكوaدنعنيميلا ′
g(a) = f ′

d(a).

7.4 لاثم

f(x)ةلادلانأ3.4لاثملايفانتبثأ = x2دنعقاقتشلإالبقتx = fعم1 ′(1) = نلأكلذو2

lim
x→1

f(x)− f(1)

x− 1
= 2

xناكاذإاصوصخ
<−→ xو1

>−→ بتكناهدنع،1

2 = lim
x

<−→1

f(x)− f(1)

x− 1
= f ′

g(1), 2 = lim
x

>−→1

f(x)− f(1)

x− 1
= f ′

d(1)
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قاقتشلإاموهفم-4.1

ةقتشملاةلادلا4.1.3

حوتفملاجمىلعقاقتشلإاةيلباق 9.4 فيرعت

,a[لاجملاىلعقاقتشلإلةلباقfةلادلانإلوقن b[ةطقنلكدنعقاقتشلإلةلباقتناكاذإ

,a[نم b[.

8.4 لاثم

f(x)ةيفلآتلاةلادلاربتعن = 2x+ يقيقحددعلكلجأنمنلأRىلعقاقتشلإلةلباقfةلادلا.1

aانيدل

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a

(2x+ 1)− (2a+ 1)

x− 1

دجنطسبلاةرابعطيسبتبمايقلادعب

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a

2(x− a)

x− a
= 2

fعمaيقيقحددعلكدنعقاقتشلإلةلباقfةلادلانأينعياذهو ′(a) = 2.

10.4 ةظوحلم

,a]ةقلغملاتلااجملالمشيلفيرعتلااذهديدمتنكمي b].قاقتشلإاةيلباق،ةلاحلاهذهيف

نمقاقتشلإاةيلباقونيميلانمقاقتشلإاةيلباقاهبدصقي،بيترتلاىلع،bوaنيتطقنلادنع

.بيترتلاىلع،راسيلا

ةقتشملاةلادلا 11.4 فيرعت

,a[لاجملاىلعقاقتشلإلةلباقfةلادلاتناكاذإ b[ةلادلانإفx 7→ f ′(x)ةقتشمىمست

fاهلزمريوfةلادلا ′.

9.4 لاثم

f(x)ةرابعلابRىلعةفرعملاةلادلاربتعن = x2.نكيلa ∈ R.

f:نإفaدنعقتشملاددعلافيرعتبسح ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
:نذإ.

f ′(a) = lim
x→a

x2 − a2

x− a
= lim

x→a

(x− a)(x+ a)

x− a
= lim

x→a
x+ a = 2a

fاهترابعيتلاوRىلعةفرعملاةلادلايهfةلادلاةقتشمنأجتنتسن ′(x) = 2x.
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تاقتشملاباسح4.2

قاقتشلإاىلعتايلمع4.2.1

نيتلادعومجمةقتشم 12.4 ةنهربم

fةلادلانإفIلاجملاىلعقاقتشلإلنيتلباقgوfناتلادلاتناكاذإ + gقاقتشلإلةلباق

xلكلجأنمققحتوIلاجملاىلع ∈ I:

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x)

12.4 ناـهربلا

fنكتل : I → Rوg : I → RلاجملاىلعقاقتشلإلنيتلباقنيتلادI.

aلجأنم ∈ Iانيدل

lim
x→a

(f(x) + g(x))− (f(a) + g(a))

x− a
= lim

x→a

(f(x)− f(a)) + (g(x)− g(a))

x− a

= lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
+ lim

x→a

g(x)− g(a)

x− a

= f ′(a) + g′(a)

fةلادلانأجتنتسن + gلاجملاىلعقاقتشلإلةلباقIعم(f + g)′ = f ′ + g′.

10.4 لاثم

نيترابعلابRىلعنيتفرعملاgوfنيتلادلانكتل

f(x) = 3x2, g(x) = 2x− 1

xدنعقاقتشلإلنيتلباقgوfنذإ = fعم1 ′(1) = g′(1)و6 = 2.

نأنذإصلختسن

(f + g)′(1) = f ′(1) + g′(1) = 8

نيتلادءادجةقتشم 13.4 ةنهربم

fةلادلانإفIلاجملاىلعقاقتشلإلنيتلباقgوfناتلادلاتناكاذإ × gقاقتشلإلةلباق

xلكلجأنمققحتوIلاجملاىلع ∈ I:

(f × g)′(x) = f ′(x)× g(x) + f(x)× g′(x)
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13.4 ناـهربلا

fنكتل : I → Rوg : I → RلاجملاىلعقاقتشلإلنيتلباقنيتلادI.

aلجأنم ∈ Iانيدل

f(x) · g(x)− f(a) · g(a) = f(x) · g(x)− f(a) · g(x) + f(a) · g(x)− f(a) · g(a)

نذإ

lim
x→a

f(x) · g(x)− f(a) · g(a)
x− a

= lim
x→a

g(x) · (f(x)− f(a)) + f(a) · (g(x)− g(a))

x− a

دجنفنيماقمىلإرسكلالصفن

lim
x→a

f(x) · g(x)− f(a) · g(a)
x− a

= lim
x→a

g(x)× f(x)− f(a)

x− a
+ f(a)× g(x)− g(a)

x− a

fةلادلانإفaدنعقاقتشلإلناتلباقgوfنأامبو · gدنعقاقتشلإلةلباقaانيدلو

lim
x→a

f(x) · g(x)− f(a) · g(a)
x− a

= f ′(a) · g(a) + f(a) · g′(a)

f)يأ · g)′(a) = f ′(a) · g(a) + f(a) · g′(a).

11.4 لاثم

f(x)ناتلادلا = x2وg(x) = 3x+ عم1دنعقاقتشلإلناتلباق1

f(1) = 1, f ′(1) = 2 و g(1) = 4, g′(1) = 3

fةلادلانذإ · gعم1دنعقاقتشلإالبقت

(fg)′(1) = f ′(1) · g(1) + f(1) · g′(1) = 2 · 4 + 1 · 3 = 11

fناتلادلاامهRىلعgوfنيتلادلااتقتشم،امومع ′(x) = 2xوg′(x) = ددعلكلجأنمفاذهل،3

xيقيقح

(f · g)′(x) = 2x · (3x+ 1) + x2 · 3 = 9x3 + 2x

يقيقحددعبةلادءادجةقتشم 14.4 ةمزلا

قاقتشلإلةلباقλfةلادلانإفIلاجمىلعقاقتشلإلةلباقfةلادوλيقيقحددعلكلجأنم

عمIىلع

(λf)′ = λf ′

123



تاقتشملا-4

12.4 لاثم

f(x)ةلادلاةقتشم = 3x2يهf ′(x) = 3× (x2)′ = 6x.

نيتلادبكرمةقتشم 15.4 ةنهربم

fناتلادلاتناكاذإ : I → Jوg : J → RنيلاجملاىلعقاقتشلإلنيتلباقIوJىلع

gةلادلانإفبيترتلا ◦ f : I → RلاجملاىلعقاقتشلإلةلباقIققحتو

(g ◦ f)′ = f ′ × g′ ◦ f

xيقيقحددعلكلجأنم،ىرخأةرابعبوأ ∈ I،انيدل

(g(f(x)))′ = f ′(x)× g′(f(x))

15.4 ناـهربلا

bثيحIىلإيمتنيايقيقحاددعaنكيل = f(a)ىلإيمتنيJ.نذإ

g(f(x))− g(f(a))

x− a
=

g(f(x))− g(f(a))

f(x)− f(a)
× f(x)− f(a)

x− a

نذإ

lim
x→a

g(f(x))− g(f(a))

x− a
= lim

x→a

g(f(x))− g(f(a))

f(x)− f(a)
× lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a

انيدلةهجنمف.ةدحىلعةياهنلكبسحننلأا

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a)

نإفةرمتسمfةلادلانلأارظنوىرخأةهجنمو،1دنعقاقتشلإالبقتfةلادلانلأ

lim
x→a

g(f(x))− g(f(a))

f(x)− f(a)
= lim

y→b

g(y)− g(b)

y − b

yديدجلاريغتملابxريغتملاانلدبثيح = f(x)،يأ

lim
x→a

g(f(x))− g(f(a))

f(x)− f(a)
= g′(b) = g′(f(a))

نأريخلأايفجتنتسن

(g(f(a)))′ = f ′(a)× g′(f(a))

13.4 لاثم
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f(x)نيتلادلاربتعن = 2x2وg(x) = 3x+ نذإ.Rىلعقاقتشلإلنيتلباقلاونيتفرعملا1

g(f(x)) = 3f(x) + 1 = 6x2 + 1

aلجأنمةدعاقلاةحصنمققحتن = انيدل.لاثم1

a = 1, b = f(a) = 2, f ′(a) = f ′(1) = 4, g′(b) = g(2) = 3

g)نذإ ◦ f)′(1) = f ′(1)× g′(f(1)) = 4× 3 = 12.

gةلادلاةرابعقاقتشإدنع ◦ f6)دجنx2 + 1)′ = 12x،لجأنموx = ىلعلصحن1

(g ◦ f)′(1) = 12 · 1 = 12

ةلادبولقمةقتشم 16.4 ةنهربم

ةلادلانإفIلاجملاىلعمدعنتلاوقاقتشلإلةلباقfةلادلاتناكاذإ
1

f
قاقتشلإلةلباق

xيقيقحددعلكلجأنمققحتوIىلع ∈ I(
1

f

)′
(x) = − f ′(x)

(f(x))2

16.4 ناـهربلا

xيقيقحددعلكلجأنم ∈ Iةلادلاانيدلh(x) = f(x)× 1

f(x)
ةلادhنأامبو.قاقتشلإلةلباق

xيقيقحددعلكلجأنمنإفةتباث ∈ Iانيدلh′(x) = 0.

دجنءادجلاقتشمةدعاقلامعتسابواذهنم

f ′(x)× 1

f(x)
+ f(x)×

(
1

f

)′
(x) = 0

xيقيقحددعلكلجأنمنذإ ∈ I(
1

f

)′
(x) = − f ′(x)

f2(x)

ةيرسكةلادةقتشم 17.4 ةنهربم

g(x)ثيحبIلاجملاىلعقاقتشلإلنيتلباقgوfناتلادلاتناكاذإ 6= ددعلكلجأنم0

xيقيقح ∈ I،ةلادلانإف
f

g
يقيقحددعلكلجأنمققحتوIلاجملاىلعقاقتشلإلةلباق

x ∈ I:(
f

g

)′
(x) =

f ′(x)× g(x)− f(x)× g′(x)

(g(x))2
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17.4 ناـهربلا

ةلادلاىلعءادجلاقتشمةدعاقلمعتسن
f

g
= f × 1

g
دجنف

(
f

g

)′
= f ′ × 1

g
+ f ×

(
1

g

)′

)دجنف،16.4ةيرظنلارظنأ،بولقملاقتشمةدعاقلمعتسنمث
f

g

)′
=

f ′

g
+ f × −g′

g2

.ةبولطملاةجيتنلاىلإلصننيماقملاديحوتدعب

ةيساسلأالاودلاضعبتاقتشم4.2.2

دودحلاتاديحوةقتشم 18.4 ةيضق

f(x)ةرابعلابRىلعةفرعملاةلادلا،nيعيبطددعلكلجأنم = xnىلعقاقتشلإلةلباق

ةقتشملااهتلادةرابع.Rنملاجملك

f ′(x) = n · xn−1

18.4 ناـهربلا

ةيصاخلا،nيعيبطددعلكلجأنم،ربتعناذهلجلأ.ةرابعلاهذهتابثلإعجارتلابناهربلالمعتسن

P (n) : (fn(x))
′ = nxn−1

fn(x)ـبRىلعةفرعملاةلادلايهfnثيح = xn.

Pله• ؟ةحيحص(0)

fنإف،1ةتباثلاةلادلايهf0نأامب ′
0(x) = (1)′ = 0.

nلجأنم،انيدلىرخأةهجنم = 0،n× xn−1 = 0.

Pنأنذإجتنتسن .ةحيحص(0)

Pنأضرفن• (n)يعيبطلاددعلالجأنمةحيحصn،يأ

f ′
n(x) = n · xn−1

Pنأنيبنو (n+ يأ،ةحيحص(1

f ′
n+1(x) = (n+ 1) · xn
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fn+1(x)ةقلاعلالامعتساب = x × fn(x)13.4ةيرظنلارظنأ،ءادجلاقتشمةدعاقعم،

:بتكن

(fn+1(x))
′ = (x · fn(x))′ = (x)′ × fn(x) + x× (fn(x))

′

ىلعلصحنلعجارتلاةيضرفةريخلأاةرابعلايفلمعتسن

(fn+1(x))
′ = (x · fn(x))′ = 1× fn(x) + x× n · xn−1 = xn + n · xn = (n+ 1) · xn

Pنذإ (n+ +nيعيبطلاددعلالجأنمةيحيحص(1 1.

:يأ.nيعيبطددعلكلجأنمةيحيحصPةيصاخلانأجتنتسن

(xn)′ = n · xn−1

بولقملاقتشم 19.4 ةيضق

fةلادلا : R∗ → R, x 7→ f(x) =
1

x
اهتلادةرابع.∗Rنملاجملكىلعقاقتشلإلةلباق

:ةقتشملا

f ′(x) = − 1

x2

19.4 ناـهربلا

f(x)ةلادلالجأنم16.4ةيرظنلارشابمقبطننأيفكي = x.انيدللاعف: (
1

x

)′
= −(x)′

x2
= − 1

x2

يعيبرتلارذجلاقتشم 20.4 ةيضق

fةلادلا : R+ → R, x 7→ f(x) =
√
xنملاجملكىلعقاقتشلإلةلباقR+.ةرابع

ةقتشملااهتلاد

f ′(x) =
1

2
√
x

20.4 ناـهربلا

fانيدل : R+ → R, x 7→ f(x) =
√
x،ةلادلانكتلوg : R → R, x 7→ g(x) = x2.

xلكلجأنمققحتوRىلعقاقتشلإلةلباقgةلادلانأملعن18.4ةيضقلانم ∈ R

g′(x) = 2 · x
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xيقيقحددعلكلجأنم،انيدلو > 0،

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = (
√
x)2 = x

xيقيقحددعلكلجأنم،نذإجتنتسن > نأ،0

(g ◦ f)′(x) = (x)′ = 1

xيقيقحددعلكلجأنم،دجن،15.4ةيرظنلا،نيتلادبكرمقتشمةدعاقلامعتساب > نأ،0

f ′(x)× g′(f(x)) = f ′(x)× 2 · f(x) = 1

نأجتنتسنهنمو

f ′(x) =
1

2 · f(x)
=

1

2
√
x

يبيعكتلارذجلاةقتشم 21.4 ةيضق

fةلادلا : R → R, x 7→ f(x) = 3
√
xنملاجملكىلعقاقتشلإلةلباقR∗.اهتلادةرابع

ةقتشملا

f ′(x) =
1

3
3
√
x2

21.4 ناـهربلا

fانيدل : R∗ → R, x 7→ f(x) = 3
√
xةلادلانكتلوg : R → R, x 7→ g(x) = x3.

g′(x)ققحتوRىلعقاقتشلإلةلباقgةلادلانأملعن18.4ةيضقلانم = 3 · x2.

xيقيقحددعلكلجأنم،انيدلو 6= 0،

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = ( 3
√
x)3 = x

xلكلجأنم،جتنتسن 6= نذإ،0

(g ◦ f)′(x) = (x)′ = 1

،مودعمريغxيقيقحددعلكلجأنم،دجن،15.4ةيرظنلا،نيتلادبكرمقتشمةدعاقلامعتساب

نأ

f ′(x)× g′(f(x)) = f ′(x)× 3 · (f(x))2 = 1

جتنتسنهنمو

f ′(x) =
1

3 · (f(x))2
=

1

3( 3
√
x)2

=
1

3
3
√
x2
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ةيسلأاةلادلاقتشم 22.4 ةيضق

expةلادلا : R → RنملاجملكىلعقاقتشلإلةلباقR.ةقتشملااهتلادةرابع

(expx)′ = exp(x)

ةيمثيراغوللاةلادلاقتشم 23.4 ةيضق

lnةلادلا : R+ → RنملاجملكىلعقاقتشلإلةلباقR+.ةقتشملااهتلادةرابع

(lnx)′ =
1

x

ايلعلابترلاتاذتاقتشملا4.2.3

.RنمIحوتفملاجمىلعةفرعمfةلادلاربتعن

C0فنصلا 24.4 فيرعت

بتكنوIلاجملاىلعC0فنصلانماهنألوقنفIىلعةرمتسمfةلادلاتناكاذإ

f ∈ C0(I)

14.4 لاثم

f(x)ةلادلا = 2x+ ,0[ىلعةرمتسميه3 fبتكنكلذل]1 ∈ C0(]0, 1[).

15.4 لاثم

f(x)ةلادلا = |x|ىلعةرمتسميه]− 1, fبتكنكلذل]1 ∈ C0(]− 1, 1[).

C1فنصلا 25.4 فيرعت

fاهتقتشمثيحبIىلعقاقتشلإلةلباقfةلادلاتناكاذإ لوقنفIىلعةرمتسمةلاديه′

بتكنوIلاجملاىلعC1فنصلانميهfنإ

f ∈ C1(I)

16.4 لاثم

f(x)ةلادلا = 2x + ،دودحريثكةلادكلذكاهتقتشمو،Rىلعةرمتسميهف،دودحريثكيه3

fنذإ fنأكلذنمجتنتسن.Rىلعةرمتسمةلاد′ ∈ C1(R).

17.4 لاثم

[ىلعةفرعملاةلادلا − 1, f(x)ةرابعلاب]1 = |x|فنصلانميهفكلذب،ةرمتسمC0لاجملاىلع

] − 1, [نمةطقنلكدنعقاقتشلإالبقتلااهنكل،]1 − 1, دنعقاقتشلإالبقتلاfديدحتلاب.]1

x = fنأجتنتسناذهنم.0 6∈ C1(]− 1, 1[).
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ةيناثلاةقتشملا 26.4 فيرعت

fةقتشملااهتلادتناكوIلاجملاىلعقاقتشلإلةلباقfةلادلاتناكاذإ ةلباقاهرودب′

fةلادلاةقتشملزمرناننإفIلاجملاىلعقاقتشلإل fـب′ ةلادللةيناثلاةقتشملااهيمسنو′′

f.

18.4 لاثم

f(x)دودحلاريثكةلادلا = x3 − x2 + x + fعمRىلعقاقتشلإلةلباق2 ′(x) = 3x2 − 2x + 1.

fةقتشملااهرودبو نذإ.Rىلعقاقتشلإلةلباق′

f ′′(x) = (f ′(x))′ = (3x2 − 2x+ 1) = 6x− 2

19.4 لاثم

f(x)ةلادلا =
√
2x+ fعم]∞+,0[ىلعقاقتشلإلةلباق1 ′(x) =

1√
2x+ 1

.

fةلادلانأظحلان عم]∞+,0[ىلعقاقتشلإلةلباقاهرودب′

f ′′(x) =

(
1√

2x+ 1

)′
= − 1√

(2x+ 1)3

nةبترلاتاذةقتشملا 27.4 فيرعت

ةلادلاباسحبfةلادللnةبترلاتاذةقتشملاىلعلصحن،nيعيبطددعلكلجأنم

−nةبترلاتاذاهتقتشملةقتشملا fـباهيلإزمرن.اهل1 (n).

f (n) = (f (n−1))′

لاثمف.nنملقلأابترلاتاذتاقتشملالاودللقاقتشلإاةيلباقبطبترمفيرعتلااذهنأهيبنتلابجي

fباسحنكميىتح تاذةقتشملالاودلانوكتنأبجي،fةلادللةيناثلاةقتشملااهبدصقنيتلاو،(2)

fيأ،2نملقأبترلا fوfاهبدصقنيتلا(0) fاهبدصقنيتلا(1) .قاقتشلإلةلباقاهلك،′

20.4 لاثم

ةلادللةسماخلاةبترلاىتحةعباتتملاتاقتشملالاثملااذهيفمدقن

f(x) = 2x4 − 3x3 + x2 − 2x+ 1

f (0)(x) = f(x) = 2x4 − 3x3 + x2 − 2x+ 1

f (1)(x) = f ′(x) = 8x3 − 9x2 + 2x− 2

f (2)(x) = f ′′(x) = 24x2 − 18x+ 2

f (3)(x) = (f (2)(x))′ = 48x− 18

f (4)(x) = (f (3)(x))′ = 48

f (5)(x) = (f (4)(x))′ = 0
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21.4 لاثم

g(x)ةلادللةثلاثلاةبترلاىتحةعباتتملاتاقتشملابسحأ =
√
x.

g(x) =
√
x = x1/2

g′(x) =
1

2
x

1
2
−1 =

1

2
x−

1
2 =

1

2
√
x

g′′(x) =
−1

2
× 1

2
x−

1
2
−1 = −1

4
x−

3
2 = − 1

4x
√
x

g(3)(x) =
−3

2
× −1

4
x−

3
2
−1 =

3

8
x−

5
2 =

3

8x2
√
x

28.4 ةظوحلم

Pناكاذإ (x)ةجردلانمدودحريثكnةبترلاتاذهتقتشمنإفn+ .ةمودعملاةلادلايه1

P (n+1) = 0

22.4 لاثم

h(x)ةلادللةيناثلاةبترلاىتحةعباتتملاتاقتشملابسحأ = exp(x).

h(x) = ex, h′(x) = ex, h′′(x) = ex

29.4 ةظوحلم

nيعيبطددعلكلجأنميأ.ةيسلأاةلادلاةرابعنمريغيلاقاقتشلإانأظحلان

exp(n) = exp

Cnفنصلا 30.4 فيرعت

نم،kةبترتاذةقتشملبقتتناكاذإIلاجملاىلعCnفنصلانميهfةلادلانإلوقن

nلكلجأ ≥ k،ةلادلاتناكوf (n)لاجملاىلعةرمتسمI،بتكنوf ∈ Cn(I).

.∞CفنصلانماهنألوقنفnيعيبطددعلكلجأنمCnفنصلانمfتناكاذإ

23.4 لاثم

:يليامظحلاننأنكميةقباسلاةلثملأانم

.C∞(R)فنصلاىلإيمتنتf(x)دودحلاريثكةلادلا.1

g(x)ةيرذجلاةلادلا.2 =
√
xفنصلاىلإيمتنتC3(]0;+∞[).
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قاقتشلإاجئاتن4.3

لاتيبولةدعاق4.3.1

ةقلعتملانييعتلامدعتلااحةلازإب،تلااحلانمريثكلايف،حمستةلاعفةقيرطيهلاتيبولةدعاق

مدعةلاحلكلةدعاقلاصنيلياميفمدقن.ةدوجومةياهنلاهذهنوكتاملنيتلادنيبةبسنةياهنب

.ةلثمأبهمعدنونييعتلا

)ىلولأاةلاحلا(لاتبولةدعاق 31.4 ةيضق

xدنعقاقتشلإلنيتلباقنيتلادgوfتناكاذإ = aوf(a) = g(a) = ةياهنلاتناكو،0

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)

نإف،ةدوجوم

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

24.4 لاثم

limةياهنلابسحأ
x→1

x3 − 1

x− 1
.

ناققحيوRىلعقاقتشلإلناتلباقناتلادامهةقباسلاةرابعلايفماقملاوطسبلانأظحلان

lim
x→1

x3 − 1 = limx− 1 = 0

limةياهنلاباسحلنذإ
x→1

x3 − 1

x− 1
.0/0لكشلانمنييعتمدعةلاحةلازإبجي

بتكنولاتيبولةدعاقلمعتسننأنكميةلاحلاهذهيف

lim
x→1

x3 − 1

x− 1
= lim

x→1

(x3 − 1)′

(x− 1)′
= lim

x→1
3x2 = 3

.ىرخأةقيرطبةجيتنلاهذهنمققحتننأنكمي

x3نأظحلان،لعفلاب − 1 = (x− 1)(x2 + x+ نأجتنتسناذهنم.(1

lim
x→1

x3 − 1

x− 1
= lim

x→1
(x2 + x+ 1)

x− 1

x− 1
= lim

x→1
x2 + x+ 1 = 3

25.4 لاثم

limةياهنلابسحأ
x

>−→0

e2x − 1

x
.

ناققحتRىلعقاقتشلإلناتلباقناتلادامهةرابعلاهذهيفماقملاوطسبلانأظحلان

lim
x→0

e2x − 1 = lim
x→0

x = 0
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limةياهنلاباسحلنذإ
x→0

e2x − 1

x
.0/0لكشلانمنييعتمدعةلاحةلازإبجي

بتكنولاتيبولةدعاقلمعتسننأنكميةلاحلاهذهيف

lim
x→0

e2x − 1

x
= lim

x→0

(e2x − 1)′

(x)′
= lim

x→0
2e2x = 2

.ىرخأةقيرطبةجيتنلاهذهنمققحتننأنكمي

tريغتملالمعتسن،لعفلاب = 2x.بتكننأنكميذئدنع

lim
x→0

e2x − 1

x
= lim

t→0
2
et − 1

t

يواسيةلداعملاهذهنمنميلأافرطلانأ،0دنعةيسلأاةلادللقتشملاددعلافيرعتنم،ملعن

lim
t→0

2
et − 1

t
= 2 lim

t→0

et − 1

t
= 2e0 = 2

limنذإ
x→0

e2x − 1

x
= 2.

32.4 ةظوحلم

aنوكيامدنعةلاعفىقبتلاتيبولةدعاق = يتلباقماقملاوطسبلايتلادنوكتنأطرشب،∞±

.∞±راوجبقاقتشلإل

26.4 لاثم

limةياهنلابسحأ
x→+∞

ln x+3
x

ln x−3
x

.

lnناتلادلا
x+ 3

x
lnو

x− 3

x
عم]∞+,3[لاجملاىلعقاقتشلإلناتلباق

(
ln

x+ 3

x

)′
=

−3

x(x+ 3)
و

(
ln

x+ 3

x

)′
=

3

x(x− 3)

نأامب

lim
x→+∞

ln
x+ 3

x
= lim

x→+∞
ln

x− 3

x
= 0

لمعتسننأنكميو،0/0لكشلانمنييعتلامدعةلاحةلازإىلإلوؤيةبولطملاةياهنلاباسحنإف

نذإ.لاتبولةدعاقكلذل

lim
x→+∞

ln x+3
x

ln x−3
x

= lim
x→+∞

−3
x(x+3)

3
x(x−3)

= lim
x→+∞

−x− 3

x+ 3
= −1

133



تاقتشملا-4

)ةيناثلاةلاحلا(لاتبولةدعاق 33.4 ةيضق

limوقاقتشلإلنيتلباقنيتلادgوfتناكاذإ
x→a

f(x) = limو∞±
x→a

g(x) = تناكو∞±

ةياهنلا

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)

نإف،ةدوجوم

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

27.4 لاثم

lim:ةيلاتلاةياهنلابسحأ
x→+∞

6x2 − 2x+ 1

2x2 − 7x− 11
.

.∞/∞لكشلانمنييعتمدعةلاحانيطعيةياهنلاهذهلرشابملاباسحلا

:انيدللاتيبولةدعاقبسحنذإ

lim
x→+∞

6x2 − 2x+ 1

2x2 − 7x− 11
= lim

x→+∞

(6x2 − 2x+ 1)′

(2x2 − 7x− 11)′
= lim

x→+∞

12x− 2

4x− 7

.∞/∞لكشلانمنييعتمدعةلاحكلذكيهةريخلأاةياهنلا

:يليامدجنفىرخأةرملاتيبولةدعاقنذإقبطن

lim
x→+∞

6x2 − 2x+ 1

2x2 − 7x− 11
= lim

x→+∞

(12x− 2)′

(4x− 7)′
=

12

4
= 3

34.4 ةظوحلم

.اهلةماتةلازإىلإلوصوللتارمةدعلاتيبولةدعاققيبطتبلطتتنييعتلامدعتلااحضعب

28.4 لاثم

lim:ةيلاتلاةياهنلابسحأ
x→0

ex − x− 1

x− ln(1 + x)
.

ناتلباقماقملاوطسبلايتلادنأامبو.0/0لكشلانمنييعتلامدعةلاحانيدلهنأحضاولانم

xدنعقاقتشلإل = انيدللاتبولةدعاقبسحف0

lim
x→0

ex − x− 1

x− ln(1 + x)
= lim

x→0

(ex − x− 1)′

(x− ln(1 + x))′

يأ

lim
x→0

ex − x− 1

x− ln(1 + x)
= lim

x→0

ex − 1

1− 1
1+x

نييعتلامدعةلاحىلإىرخأةرملصنةاواسملاهذهنمنميلأافرطلايفةياهنلاباسحدنعنكل

.0/0لكشلانم
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بتكنو،كلذلةرفوتمطورشلالكنأثيح،ىرخأةرملاتيبولةدعاقلمعتسننأنكمي

lim
x→0

ex − x− 1

x− ln(1 + x)
= lim

x→0

(ex − 1)′

(1− 1
1+x)

′

يأ

lim
x→0

ex − x− 1

x− ln(1 + x)
= lim

x→0

ex

1
(1+x)2

= 1

ةيهتنملاتاديازتلاةنهربم4.3.2

ةيهتنملاتاديازتلا 35.4 ةنهربم

,a]لاجملاىلعةرمتسمةلادfتناكاذإ b]لاجملاىلعقاقتشلإلةلباقو]a, b[دجوتهنإف

,a[ةطقنلقلأاىلع b[3 cققحت:

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

29.4 لاثم

f(x):ةرابعلاب]∞+,0]ىلعةفرعملاةلادلانكتل = x2 −
√
2x.

,0[يقيقحددعدجويهنأتبثأ• 2[3 αثيحب:f ′(α) = 1.

f(x)ةلادلا = x2 −
√
2x0]لاجملاىلعقاقتشلإلةلباق, f(0)عم[2 = f(2)و0 = بسحنذإ.2

0ثيحαيقيقحددعدجوي،35.4ةنهربملا،ةيهتنملاتاديازتلاةنهربم < α < و2

f ′(α) =
f(2)− f(0

2− 0
= 1

30.4 لاثم

g(x):ةرابعلاب]∞+,∞−[ىلعةفرعملاةلادلانكتل = ex
2−1 + 2x.

−[يقيقحددعدجويهنأتبثأ• 1, 1[3 αثيحب:g′(α) = 2.

g(x)ةلادلا = ex
2−1 + 2x1−]لاجملاىلعقاقتشلإلةلباق, g(−1)عم[1 = g(1)و1− = نذإ.3

[لاجملاىلإيمتنيαيقيقحددعدجوي،35.4ةنهربملا،ةيهتنملاتاديازتلاةنهربمبسح − 1, 1[

ثيح

g′(α) =
g(1)− g(−1)

1− (−1)
= 2

135



تاقتشملا-4

لور 36.4 ةمزلا

,a]لاجملاىلعةرمتسمةلادfتناكاذإ b]لاجملاىلعقاقتشلإلةلباقو]a, b[ثيحب:

f(a) = f(b)

,a[ةطقنلقلأاىلعدجوتهنإف b[3 cققحتوةيلحمةيدحةميقةلصافيه:

f ′(c) = 0

31.4 لاثم

cosh(x)ةلادلانأتبثأ =
ex + e−x

2
,1−]لاجملايفةيلحمةيدحةميقكلمت 1].

f(−1)ققحتولاجملاىلعقاقتشلإلةلباقfةلادلا،لاعف = f(1) =
e1 + e−1

2
.

cيقيقحددعدجويهنأجتنتسن،36.4ةمزلالارظنأ،لورةنهربمقيبطتب ∈]−1, fثيحب]1 ′(c) = 0.

.ةيدحةميقلةلصافيهc،اذهىلإةفاضإ

32.4 لاثم

f(x)ةلادلانأتبثأ = x4 − 6x3 + 11x2 − 6x− ;0]لاجملايفةيلحمةيدحةميقكلمت2 3].

.بلاطلللاثملااذهكرتن

لاودلاريغتهاجتإ4.3.3

قاقتشلإلةلباقةلادريغتهاجتإ 37.4 ةنهربم

Iلاجمىلعقاقتشلإلةلباقوةفرعمةيددعةلادfنكتل =]a; b[.

Iىلعةصقانتمfةلادلانوكت• =]a, b[ددعلكلجأنم،ققحتاذإطقفواذإ

I،fلاجملانمxيقيقح ′(x) < 0.

Iىلعةديازتمfةلادلانوكت• =]a, b[ددعلكلجأنم،ققحتاذإطقفواذإ

I،fلاجملانمxيقيقح ′(x) > 0.

38.4 ةظوحلم

ةراشإةساردبقاقتشلإلةلباقةلاديأريغتهاجتإجاتنتسانكميهنأديفتةقباسلاةنهربملا

.ةقتشملااهتلاد

33.4 لاثم
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cosh(x)ةرابعلابRىلعةفرعملاةلادلاريغتهاجتإسردأ =
ex + e−x

2
.

ةقتشملااهتلادةرابعنذإبتكن،Rىلعقاقتشلإلةلباقcoshةلادلانأامب

cosh′(x) =
ex − e−x

2

:يليامكاهترابعبتكن′coshةراشإةساردلو

cosh′(x) =
e−x

2
(e2x − 1)

e2xةراشإيهcosh′(x)ةراشإنأظحلان − e−xنلأ1 > جتنتسنهنمو.0

−exp(2x)ةراشإ:4.1لودج 1

x

e2x − 1

cosh′(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

− 0 +

,∞−[لاجملاىلعةصقانتمcoshةلادلانذإ .]∞+;0[لاجملاىلعةديازتمو]0

34.4 لاثم

f(x)ةرابعلابRىلعةفرعملاةفرعملاfةلادلاريغتهاجتإسردأ = x3 − 9x2 + 15x− 7.

ةقتشملاةلادلاانيدل.Rىلعقاقتشلإلةلباقنذإ،ةثلاثلاةجردلانمدودحريثكيهfةلادلا

f ′(x) = 3x2 − 18x+ .زيمملالامعتساباهتراشإسردن،ةيناثلاةجردلانمدودحيثلاثيه15

∆ = b2 − 4a · c = 144, x1 =
−b−

√
∆

2a
= 1, x2 =

−b+
√
∆

2a
= 5

3x2ةراشإ:4.2لودج − 18x+ 15

x

f ′(x)

−∞ 1 5 +∞

+ 0 − 0 +

,∞−[نيلاجملاىلعةديازتمfةلادلانأجتنتسن ,1[لاجملاىلعةصقانتمو،]∞+,5[و]1 5[.

لاودللةيدحلاميقلا4.3.4

.ةيلاتلاةنهربملاانيدل.لاوأةيدحاميقلبقتةنيعمةلادتناكاذإامةفرعميفةقتشملاديفت
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ةجرحلاطقنلا 39.4 فيرعت

ققحتيتلايأ،ةقتشملاةلادلااهدنعمدعنتيتلاطقنلانافC1فنصلانمةلادfتناكاذإ

f ′(x) = .fةلادللةجرحلاطقنلاىمست،0

35.4 لاثم

f(x)ةرابعلابRىلعةفرعملاةلادلا = xe−xةلصافلادنعةجرحةطقنكلمتx = انيدللعفلاب.1

f ′(x) = (1− x)e−x.ةلداعملاوf ′(x) = xةلصافلادنعاديحولاحلبقت0 = 1.

.1اهتلصافةديحوةجرحةطقنكلمتfةلادلانذإ

)ةمزلالاطورشلا(ةيلحملاةيدحلاميقلا 40.4 ةنهربم

,a[لاجمىلعقاقتشلإلةلباق،fةلادتناكاذإ b[،ةلصافلادنعةيلحمةيدحةميقكلمت

c،ثيحc ∈]a, b[،نإف

f ′(c) = 0

41.4 ةظوحلم

ةقباسلاةنهربملالامعتسادنعنيرمأنعسابتللإاعفروهابتنلإابجي

امئادنأهانعم،ةقتشملامادعنإةرورضلابهنعبترتيةيلحمةيدحةميقدوجو•

.ةجرحطقندجوتةيلحملاةيدحلاميقلادنع

ةيلحمةيدحةميقدوجوةرورضلابينعيلاةنيعمةطقندنعةقتشملامادعنإ•

.ةيلحمةيدحةميقلثمتةجرحةطقنلكسيلنأهانعماذهو،اهدنع

fةلداعملالولحنأمهفناذهنم ′(x) = ةميقدوجواهدنعنكمييتلاةديحولاميقلالثمت0

.ةيلحمةيدح

36.4 لاثم

f(x)ةرابعلابRىلعةفرعملاةلادلاربتعن = 3x4 − 4x3 + 1.

fةلادلاىلعلصحناهتقتشمباسحدنع ′(x) = 12x3 − 12x2.

fبتكنونيلماعءادجىلإاهترابعللحناهتراشإةساردل ′(x) = 12x2(x − fةراشإصخلن.(1 ′(x)

يلاتلالودجلايف

fةراشإ:4.3لودج ′(x) = 12x3 − 12x2

138



قاقتشلإاجئاتن-4.3

x

f ′(x)

−∞ 0 1 +∞

− 0 − 0 +

fةقتشملاةلادلانأظحلانلودجلااذهنم اذه.1ةلصافلادنعو0ةلصافلادنع،نيترممدعنت′

.نيتلصافلانيتاهدنعلاإاهنعثحبلانكميلافةيلحمةيدحاميقلبقتةلادلاتناكاذإهنأينعي

xدنعمدعنتةقتشملاةلادلانألودجلاسفننمكلذكظحلان = ،اهراشإريغتنأنودنكلو0

xةلصافلادنعمدعنتةقتشملاةلادلاامنيب،ةيلحمةيدحةميقلةلصافلثمتلايهنذإ = رييغتعم1

.ةلصافلاهذهدنعةيلحمةيدحةميقكلمتfنأينعياذهوةراشلإا

)ةيفاكلاطورشلا(ةيلحملاةيدحلاميقلا 42.4 ةنهربم

,a[لاجملاىلعC2فنصلانمةلادfنكتل b[ةلصافلادنعةجرحةطقنكلمتوc.

fناكاذإ• ′′(c) < .ىربكةيلحمةيدحةميقدجوتcةلصافلادنعنإف0

fناكاذإ• ′′(c) > .ىرغصةيلحمةيدحةميقدجوتcةلصافلادنعنإف0

37.4 لاثم

f(x)ةلادلانأاقباسانيب.36.4لاثملايفهاطعملاةلادلاربتعن = 3x4 − 4x3 + نيتطقنكلمت1

xامهاتلصاف،نيتيدحانوكتنأنيتحشرم = xو0 = 1.

.ةيناثلاةقتشملاةلادلاةرابعلاوأبسحننيتطقنلانيتاهةعيبطةفرعمل

f ′′(x) = 36x2 − 24x

.

:يليامجتنتسن42.4ةنهربملاقيبطتب

•f ′′(0) = .ةجرحلاةطقنلاةعيبطةفرعمنكميلاانهو0

•f ′′(1) = 12 > تاذةطقنلادنعىرغصةيلحمةيدحةميقلبقتfةلادلانأينعياذهو0

xةلصافلا = 1.

fةقتشملاةراشإلودج،4.4لودجلانمايلجهظحلاناماذهو ′.

38.4 لاثم

f(x)ةرابعلابRىلعةفرعملاةلادلاربتعن = 3x5 − 5x3 + سرداوfةلادللةجرحلاطقنلادج.1

.اهتعيبط
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fةقتشملاةلادلاروذجنعثحبنfةلادللةجرحلاطقنلانعثحبلل ′(x) = 15x4 − 15x2.

fنأنمققحتلاةلوهسبنكمي ,1−يهروذجةثلاثكلمت′ 0, طقنثلاثكلمتfةلادلانذإ.1

,1−)يهةجرح 3)،(0, .(1−,1)و(1

fةيناثلاةقتشملالمعتسناهتعيبطةفرعمل ′′(x) = 60x3 − 30x.نذإانيدل:

•f ′′(−1) = −30 < xدنعىربكةيلحمةيدحةميقلبقتfنذإ0 = −1.

•f ′′(0) = ,0)ةجرحلاةطقنلاةعيبطجاتنتسابحمستلا42.4ةنهربملا،ةلاحلاهذهيف،0 1).

•f ′′(1) = 30 > xدنعىرغصةيلحمةيدحةميقلبقتfةلادلاهنمو0 = 1.

فاطعنلإاطقنوءانحنلإاةعيبط4.3.5

ءانحنإةعيبطريغتلحملثمتاهنأىلعفاطعنلإاةطقنانفرعولاودلارعقتوبدحتنعاقباسانملكت

.سكعلاوأرعقتلاىلإبدحتلانمينايبلاينحنملا

.قاقتشلإالامعتسابفاطعنلإاطقنوأءانحنلإاةعيبطجاتنتسإنكميفيكحرشنسيلياميف

ءانحنلإاةعيبط 43.4 ةنهربم

,a[لاجملاىلعC2فنصلانمةلادfنكتل b[.

fناكاذإ• ′′(x) < xيقيقحددعلكلجأنم0 ∈]a, b[ةلادلانإفfةرعقم

,a[ىلع b[.

fناكاذإ• ′′(x) > xيقيقحددعلكلجأنم0 ∈]a, b[ةلادلانإفfةبدحم

,a[ىلع b[.

39.4 لاثم

،xيقيقحددعلكلجأنم،ققحتوRىلعC2فنصلانميهexpةيسلأاةلادلا

(expx)′′ = ex > 0

.ةبدحمةلادةيربينلاةيسلأاةلادلانأجتنتسنهنمو

40.4 لاثم

،انيدلو.]∞+,0[لاجملاىلعC2فنصلانميهlnةيربينلاةيمثيراغوللاةلادلانأملعنقبسامم

xيقيقحددعلكلجأنم > 0،

(lnx)′′ = − 1

x2
< 0

.ةرعقمةلادةيربينلاةيمثياغوللاةلادلانذإ
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فاطعنلإاةطقن 44.4 ةنهربم

,a[لاجملاىلعC2فنصلانمةلادfنكتل b[يقيقحلاددعلانكيلوα ∈ ]a, b[ثيحب:

fةيناثلاةقتشملا• fيأ،αةلصافلادنعمدعنت′′ ′′(α) = 0.

.αةلصافلادنعاهتراشإريغتةيناثلاةقتشملا•

,α)نذإ f(α))ةلادللفاطعنإةطقنلثمتf.

41.4 لاثم

f(x)ةرابعلابRىلعةفرعملاةلادلافاطعنإطقننعثحبنل = e−x2
.

fةلداعملالولحنعثحبنلاوأ• ′′(x) = 0.

fنأامب ′′(x) = (4x2 − 2)e−x2
fنإف ′′(x) = 4x2ناكاذإطقفواذإ0 − 2 = 0.

x1نيتلصافلادنعمدعنتةيناثلاةقتشملاةلادنأدجنزيمملاةقيرطلامعتساب = −
√
2

2
و

x2 = +

√
2

2
.فاطعنإيتطقنلنيتلصافنلاثمتامهنأجتنتسنيكليفكيلااذهنكلو.

fةيناثلاةقتشملاةراشإسردننأبجيايناث• fةرابعنم.′′ ةراشإيهاهتراشإنأظحلان′′

4x2لماعلا − 2

fةراشإ:4.4لودج ′′(x) = (4x2 − 2)e−x2

x

4x2 − 2

f ′′(x)

−∞ −
√
2
2 +

√
2
2

+∞

+ 0 − 0 +

+ 0 − 0 +

−نيتلصافلادنعمدعنتةيناثلاةقتشملانأظحلانلودجلااذهنم
√
2

2
و

√
2

2
رييغتعم

−)امهفاطعنإاتطقنfةلادللنذإ.اهتراشإ
√
2

2
, exp(−1

+)و((2

√
2

2
, exp(−1

2)).

تاقيبطتونيرامت4.4

.ةيلاتلالاودلاتاقتشمبسحأ1.4.

• (x3 − 1)(x2 + x− 2) • 2

1 + x2
• x
√

x2 − x

• 2x− 1

3x+ 2
• x√

x+ 1
• −2x2 + x+ 3

x− 1
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.ةيلاتلالاودلاتاقتشمبسحأ2.4.

• (x3 + x2 + 1)5 • 2

(1 + x2)4
•
√
(−x2 + x)3

• 3

√√
x+ 1 • ln(x2 + 1) • exp(x lnx− x)

:ةيلاتلانييعتلامدعتلااحلزأ،لاتبولةدعاقلامعتساب3.4.

• lim
x→0

6x2

3ex − x3 − 3x− 3
• lim
x

>−→0

ex
√
x − 1

1− ln(e− x2)
• lim
x→−1

ex
2 − e−x

√
1− x− 2

• lim
x→0

2

x
− 2

ex − 1
• lim
x→1

√
x+ 8− 3√
x− 1

• lim
x→0

2

x
− 2

ex − 1

ةقفارملاةلادلانوكتىتحaيقيقحلاددعلاميقبسحأ،نيتيلاتلانيتلاحلانمةلاحلكبسح4.4.

.Rىلعةرمتسم

f(x) =


lnx√
x− 1

امل x < 1

ln(x+ a) امل x ≥ 1

g(x) =


ae−x امل x ≤ 0

ln(1 + 2x)

4x
امل x > 0

100لجأنم،ةدحوqجاتنإدنعCTةيلامجلإاةفلكتلاردقت5.4. ≤ q ≤ :ةرابعلاب،1000

CT (q) = 729 + 20q + 0.0081q2

CMةيشماهلاةفلكتلافرعت (q)ةدحولاجاتنلإةيلامجلإاةفلكتلايفةمزلالاةدايزلابq+1جاتنإدعب

qةدحو.

CMةرابعبتكأ.1 (q)ةللادبqنملاكبسحامثCM CMو(200) (600).

CMضوعنامدنعيبسنلاأطخلابسحأ.2 Cـب(200) ′
T CMضوعنامدنعو(200) Cـب(600) ′

T (600).

CMضيوعتدنعيبسنلاأطخلاىلإE(q)ـبزمرن.3 (q)ـبC ′
T (q).

E(q)نأنيبمثqةللادبEةرابعبتكأ• < 0.04%.

CMنأيلياميفربتعن = C ′
T.ـبزمرنM(q)جاتنإمتيامدنعةيلامجلإاةفلكتلاطسوتمىلإq

.ةدحو

.اهتعيبطديدحتواهنييعتبلطي∗qدنعةيدحةميقلبقتMنأنيبمثM(q)ةرابعبتكأ.4

CMنأنمققحت.5 (q∗) = M(q∗).ايضايرةاواسملاهذهرسف.

xرعسلابةزهجلأاهذهنمةدحولاعيبدنعنأضرفن.ةزهجأعينصتبموقتةسسؤمانيدل6.4.

f(x):ةرابعلابىطعي،فلالآاب،f(x)ةبولطملاةزهجلأاددعنإف،ةيدقنةدحو = 200e−0.1x.

;15]لاجملاىلعةفرعم،)بلطلاةلاد(fةلادلا 40].
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;15]لاجملايفfةلادللينايبلاينحنملامسرأ.1 40].

.ةيدقنةدحو23ـبزاهجلكةسسؤملاتضرعاذإبلطلاةميقاينايبنيع.2

؟ةدحو9000نمرثكأعيبةسسؤملاتدارأاذإزاهجلاةدحونمثنوكينأبجيلاجميأيف.3

fةلادلاةرابعبتكأ.4 ′(x)،ةلادلاةقتشمf،ةلادلاريغتهاجتإجتنتساوf.

;15]لاجملاىلعةفرعملاgةلادلاضرعلاةلاديمسن.5 g(x):ةرابعلاب[40 = 4x− 60.

زاهجللxنمثلاباهعيبواهجاتنإةسسؤملاعيطتستيتلا،فلالآاب،ةزهجلأاددعلثميg(x)ددعلا

.دحاولا

.gةلادللينايبلاليثمتلاقباسلالكشلاسفنيفمسرأ

.بلطلاوضرعلاىواستيهلجأنميذلاxزاهجلانمثنزاوتلانمثيمسن.6

.نزاوتلانمثاينايبنيع)ا

.دحاولازاهجللنزاوتلانمثبعيبتنأةسسؤمللنكميزاهجنممكاينايبنيع)ب

;21.00[لاجملليمتنينزاوتلانمثنأتبثأ)ج 21.10[.

:نيتيلاتلايلامجلإاداريلإاوةيلامجلإاةفلكتلايتلادبزيمتتةسسؤمتناكاذإ7.4.

CT (x) = 2x3 − 15x2 + 36x+ 16 RT (x) = 12x

xلجأنميشماهلاداريلإاوةيشماهلاةفلكتلابسحأ.1 = .ايباسحةجيتنلارسفو4

.حبرلااذهةميقبسحأ؟ةسسؤملاهذهلحبرىصقأققحييذلاxجاتنلإاىوتسموهام.2

؟اذامل؟جاتنلإانمىوتسملااذهجاتنابةسسؤملاهذهحصنتله.3
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5باب

لماكتلاباسحوةيلصلأالاودلا

ةيلصلأالاودلا5.1

,a[لاجملاىلعةفرعملاfةيددعلاةلادلاربتعن b[.تناكاذإهنأملعنfنكميفقاقتشلإلةلباق

,a[لاجملانمةطقنلكدنعاهريغتةعرسةفرعم b[ةقتشملااهتلادباسحبf ′(x).

f(x)ةلادلاريغتةعرس،لاثم = x − 1

x+ 1
,0[لاجملاىلعةفرعملا ةقتشملااهتلادةرابعبىطعت]1

f ′(x) = 1 +
1

(x+ 1)2
.

اهتقتشمةرابعنماقلاطنإf(x)ةلادلاةرابعباسحبيأ،قاقتشلإلةيسكعلاةيلمعلابمتهنيلياميف

f ′(x).ةقتشملاةلادلاةرابعانيدلتناكاذإ،لاثمf ′(x) = 1 +
1

(x+ 1)2
ةرابعداجيإنكميفيكف

؟f(x)ةلادلا

ددحملاريغلماكتلا5.1.1

ةيلصلأاةلادلا 1.5 فيرعت

,a[لاجملاىلعقاقتشلإلةلباقلا،Fةلادلانإلوقن b[،ةلادللةيلصأةلاديهfققحتاذإ،

xلكلجأنم ∈]a, b[،يليام:

F ′(x) = f(x)

1.5 لاثم

Fةلادلانأاقباسدرواممجتنتسن (x) = x− 1

x+ 1
f(x)ةلادللةيلصأةلاديه = 1 +

1

(x+ 1)2
.

2.5 لاثم
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Fةلادلا (x) = ln(1 + ex)ىلعةفرعملاRةلادللةيلصأةلاديهf(x) =
ex

1 + ex
كلذنمققحتلل.

Fةقتشملاةرابعباسحيفكي ′(x)ةرابعنماقلاطنإF (x).

,a[لاجمىلعةفرعمfةيددعةلادلكله b[ةيلصأةلادلبقتFثيحاراطإددحتةيلاتلاةيرظنلا؟

.باجيلإابلاؤسلااذهىلعةباجلإانكمي

ةيلصأةلاددوجو 2.5 ةنهربم

,a[لاجملاىلعةفرعملاfةلادلاتناكاذإ b[اهلةيلصأةلاددجويهنإفةرمتسم.

fتناكاذإ،ىرخأةرابعبوأ ∈ C0(]a, b[)ةلاددجويهنإفF ∈ C1(]a, b[)ثيحب:

F ′ = f

لاثملالمأتنل.ةديحوةرابعىلإيدؤيلاfةلادلةيلصأةلادنعثحبلا،قاقتشلإاةيلمعلافلاخ

.يلاتلا

3.5 لاثم

f(x)ـب+Rىلعةفرعملاfةلادلاربتعن = 1 +
1

(x+ 1)2
.

Fنيتلادلانأةلوهسبققحتن (x) =
x2 + x− 1

x+ 1
G(x)و =

x2 − 2

x+ 1
نأمغرfةلادللناتيلصأامه

F 6= G.

.ىرخلأاةللادبةدحاولكددحيوامهيترابعطبريfةلادلاسفنلناتيلصأGوFنيتلادلانوك

3.5 ةيضق

F,Gناكاذإ ∈ C1(]a, b[)ثيحبF ′ = G′يقيقحددعدجويهنإفCثيحبF = G+C،يأ

xلكلجأنم ∈]a, b[:

F (x) = G(x) + C

3.5 ناـهربلا

Hةلادلاربتعن = F −G.ةلادلانذإHىلإيمتنتC1(]a, b[).

xيقيقحددعلكلجأنم،انيدل ∈]a, b[،H ′(x) = F ′(x)−G′(x) = 0.

كانهنأيأ،ةتباثةلادHنأاذهنمجتنتسن.ةمودعملاةلادلايهHةلادلاةقتشمنأينعياذه

H(x)ثيحبCيقيقحددع = Cلكلجأنمx ∈]a, b[.لكلجأنمنأجتنتسنهنموx ∈]a, b[:

F (x) = G(x) + C

4.5 لاثم

Fنيتلادلانأ3.5لاثملايفانظحلا (x) =
x2 + x− 1

x+ 1
G(x)و =

x2 − 2

x+ 1
ناققحت+Rىلعنيتفرعملا

F ′ = G′.
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ةيلصلأالاودلا-5.1

xيقيقحددعلكلجأنمنذإ > انيدل1

F (x)−G(x) =
x2 + x− 1

x+ 1
− x2 − 2

x+ 1
=

x+ 1

x+ 1
= 1

Fنأيأ = G+ 1.

ددحمريغلالماكتلا 4.5 فيرعت

ـبهلزمريxريغتمللةبسنلابfةلادللددحمريغلالماكتلا
∫

f(x)dxةرابعلابفرعيو

∫
f(x)dx = F (x) + C

.يفيكيقيقحددعCوfةلادللةيلصأةلاديألثمتFثيح

ةرابعلا
∫

f(x)dxلماكت»أرقتf(x)لضافتx»عومجم»وأf(x)لضافتx».

ةباتكلانإ
∫

f(x)dxةلادللةيلصلأالاودلاعومجمىلعربعتf،هنأىلعلديامنإددحمريغظفلو

.ىرخأنعةيلصأةلادلكزيمييذلاCتباثلاديدحتمتيمل

5.5 لاثم

∫نأجتنتسن3.5لاثملانمو4.5فيرعتلانم
ex

1 + ex
dx = ln(1 + ex) + C

.يفيكيقيقحددعCثيح

∫نأجتنتسن2.5لاثملانمو (
1 +

1

(1 + x)2

)
dx =

x2 − 2

x+ 1
+ C

∫وأ (
1 +

1

(1 + x)2

)
dx =

x2 + x− 1

x+ 1
+ C

.ددحمريغيقيقحددعCنيترابعلااتلكيفثيح

ةفولأملالاودلالماكت 5.5 ةيضق

αيقيقحددعلكلجأنم 6= انيدل1−
∫

xαdx =
1

α+ 1
xα+1 + C.

αلجأنمو = انيدل1−
∫

1

x
dx = ln|x|+ C.

كلذكانيدل
∫

exdx = ex + C.

.يفيكيقيقحددعلثميC،ةلاحلكيف،ثيح
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5.5 ناـهربلا

.ةفولأملالاودلاتاقتشمنمتارابعلاهذهجتنتسن

6.5 ةظوحلم

ةعومجمنإفكلذل،لماكتلاةلادفيرعتميقىلعةفرعمةيلصلأاةلادلاةرابعنأهابتنلإابجي

فيرعت
∫
xαdxيقيقحلاددعلاميقبسحفلتختα.

6.5 لاثم

ددحمريغلالماكتلابسحأ
∫ √

xdx.

ةلادلا
√
xـلةبجوملاميقلالجأنمةفرعمx،ميقلالجأنمةفرعمنوكتاهلةيلصأةلادلكنذإ

.xريغتمللةبجوملا

ةباتكلالامعتساب
√
x = x

1
αلجأنم5.5ةيضقلاقيبطتنكمي2 =

1

2
ذئدنعبتكن.

∫ √
xdx =

∫
x

1
2dx =

1

1 + 1
2

x1+
1
2 + C, C ∈ R

∫هنمو √
xdx =

2

3
x

3
2 + C, C ∈ R

∫ةيلاتلاةباتكلالبقتةلادلاهذهنإفسسلأاصاوخلامعتساب √
xdx =

2

3
x
√
x+ C, C ∈ R

7.5 لاثم

ددحمريغلالماكتلابسحأ
∫

3
√
xdx.

3ةلادلا
√
xىلعةفرعمR،ىلعةفرعمنوكتاهلةيلصأةلادلكنذإR.

3ةباتكلالامعتساب
√
x = x

1
αلجأنم5.5ةيضقلاقيبطتنكمي3 =

1

3
ذئدنعبتكن.

∫
3
√
xdx =

∫
x

1
3dx =

1

1 + 1
3

x1+
1
3 + C, C ∈ R

∫هنمو
3
√
xdx =

3

4
x 3
√
x+ C, C ∈ R
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ددحمريغلالماكتلاةيطخ 7.5 ةيضق

,a[لاجمىلعنيترمتسمنيتلادgوfتناكاذإ b[وλنإفيقيقحددع:∫
(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx,

∫
λf(x)dx = λ

∫
f(x)dx

7.5 ناـهربلا

ريغلالماكتلافيرعت،لعفلاب.امهنمةدحاولكيفرطقاقتشابمتينيترابعلانيتاهنمققحتلا

∫)يطعيددحم
(f(x) + g(x))dx

)′
= f(x) + g(x)

∫)ىلعكلذكلصحنةقتشملاةيطخلامعتسابو
f(x)dx+

∫
g(x)dx

)′
=

(∫
f(x)dx

)′
+

(∫
g(x)dx

)′
= f(x) + g(x)

∫)نأجتنتسنهنمو
(f(x) + g(x))dx

)′
=

(∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx

)′

∫نأيأ
(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx

ددحمريغلالماكتلافيرعتنمانيدلةقيرطلاسفنب

(λf(x)dx)′ = λf(x)

)انيدليقيقحددعبءادجلاقتشمةيصاخنممث
λ

∫
f(x)dx

)′
= λ

(∫
f(x)dx

)′
= λf(x)

هنمو

(λf(x)dx)′ =

(
λ

∫
f(x)dx

)′

∫نأينعياذهو
λf(x)dx = λ

∫
f(x)dx

8.5 لاثم
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ةلادلالاثمذخأنول،لعفلاب.دودحلاتاريثكلاودلالماكتوهنيتيصاخلاهتاهلقيبطتطسبأ

f(x) = 3x2 − 4x+ ∫نإف1
f(x)dx =

∫
(3x2 − 4x+ 1)dx = 3

∫
x2dx− 4

∫
xdx+

∫
1dx

ةيلاتلاةرابعلاىلإلصن،5.5ةيضق،ةفولأملالاودلالجأنمةلماكملادعاوقلامعتساب ∫
f(x)dx = x3 − 2x2 + x+ C

.يفيكيقيقحددعCثيح

نمناتصلختسمناتريهشناتقيرطكانهنإفةنيعمةلادلةيلصأةلادوألماكتنعثحبلادنع

ةيناثلاوةئزجتلابةلماكملاىمستىلولأا.نيتلادبكرمقاقتشإونيتلادءادجقاقتشإيتدعاق

.ريغتملاليدبتبةلماكملاىمست

ةئزجتلابلماكتلاباسح5.1.2

ةئزجتلابةلماكملا 8.5 ةنهربم

,C1(]aنمنيتلادvوuتناكاذإ b[)نإف:

(1)
∫

u′(x) · v(x)dx = u(x) · v(x)−
∫

u(x) · v′(x)dx

8.5 ناـهربلا

u)انيدلءادجلاقتشمةدعاقبسح · v)′ = u′ · v + u · v′.ددحمريغلالماكتلاةيطخلامعتسابنذإ ∫
(u(x) · v(x))′dx =

∫
u′(x) · v(x)dx+

∫
u(x) · v′(x)dx

يأ

u(x) · v(x) =
∫

u′(x) · v(x)dx+

∫
u(x) · v′(x)dx

.ةئزجتلابلماكتلاةدعاقجتنتسنهنمو

9.5 لاثم

باسحديرن
∫

xexdx.عضنوةئزجتلابةلماكملالمعتسنكلذلu′(x) · v(x) = xexثيح

u′(x) = ex, v(x) = x

انيدلنوكيكلذل

u(x) = ex, v′(x) = 1
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∫ىلعلصحنلةدعاقلاقبطن
xexdx = xex −

∫
exdx = xex − ex + C, C ∈ R

10.5 لاثم

u′(x)عضنوةئزجتلابلماكتلاةقيرطلمعتسن.lnxةلادللةيلصأةلادباسحديرن · v(x) = 1 · lnx

ثيح

u′(x) = 1, v(x) = lnx

انيدلنوكيكلذل

u(x) = x, v′(x) =
1

x

∫بتكنةئزجتلاةدعاقبسح
lnxdx = x · lnx−

∫
x · 1

x
dx = x lnx−

∫
1dx

∫ةيلاتلاةرابعلاىلعلصحنهنمو
lnxdx = x lnx− x+ C, C ∈ R

9.5 ةظوحلم

بجيةوطخلاهذهيف.v(x)وu′(x)نيئزجلارايتخإيهةئزجتلابلماكتلايفةوطخمهأ

وأةفرعموهيناثلاوu′(x)ةلادللةيلصلأةقبسمةفرعموهلولأا،نيمهمنيرمأةاعارم

u(x)ءادجللةيلصأةلادىلإلوصولاةيناكمإ · v′(x).

نيرايخنماقلاطنإةيلصلأاةلادلاةرابعىلإلوصولانكميهانعم،ةديحوتسيلةئزجتلاةيلمع

.v(x)وu′(x)نيتلادللنيفلتخم

11.5 لاثم

لماكتلاةئزجتلالامعتساببسحأ
∫
(lnx)2dx.

u′(x)ثيحبنيتلادvوuنكتل · v(x) = (lnx)2.

انذخأول•

u′(x) = 1, v(x) = (lnx)2

يأ

u(x) = x, v′(x) =
2 lnx
x
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∫ىلإيدؤيةئزجتلابلماكتلاةدعاققيبطتف
(lnx)2dx = x(lnx)2 −

∫
2 lnxdx

xنأملعن10.5لاثملانم lnx− xةلادللةيلصأةلاديهlnx.هنمو∫
(lnx)2dx = x(lnx)2 − 2x lnx+ 2x+ C, C ∈ R

نأنلآاربتعنول•

u′(x) = lnx, v(x) = lnx

يأ

u(x) = x lnx− x, v′(x) =
1

x

∫يطعتةئزجتلابةلماكملانإف
(lnx)2dx = (x lnx− x) · lnx−

∫
(lnx− 1)dx

∫ينعي
(lnx)2dx = (x lnx− x) · lnx− (x lnx− x− x) + C, C ∈ R

∫ىلعلصحنةطيسبلاتاباسحلابمايقلادعب
(lnx)2dx = x(lnx)2 − 2x lnx+ 2x+ C, C ∈ R

ريغتملاليدبتبلماكتلاباسح5.1.3

ريغتملاليدبتبةلماكملا 10.5 ةنهربم

نإفقاقتشلإلنيتلباقنيتلادvوuتناكاذإ

(2)
∫

v′(x) · u′(v(x))dx = u(v(x)) + C, C ∈ R

10.5 ناـهربلا

u(v(x)))نإف(2)ةرابعلانمنميلأافرطلاقاقتشاب + C)′ = (u(v(x)))′.بكرمقتشملامعتسابمث

ىلعلصحن،15.4ةنهربملا،نيتلاد

(u(v(x)) + C)′ = v′(x) · u′(v(x))
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∫نأجتنتسنهنمو
v′(x) · u′(v(x))dx = u(v(x)) + C, C ∈ R

12.5 لاثم

f(x)ةلادلالماكتبسحأ = 2xex
2

.

tريغتملالامعتساب = x2نإفdt = 2xdx.هنمو∫
2xex

2
dx =

∫
etdt = et + C, C ∈ R

∫يأ
2xex

2
dx = ex

2
+ C, C ∈ R

13.5 لاثم

ةلادلاةيلصأبسحأ
lnx
x

.

∫انيدل
lnx
x

dx =

∫
lnx · dx

x

tريغتملالمعتسن = lnxققحييذلاdt =
dx

x
∫نذإ.

lnx
x

dx =

∫
tdt =

1

2
t2 + C, C ∈ R

ىلعلصحنةقباسلاةرابعلانمنميلأافرطلايفxريغتملاىلإةدوعلاب ∫
lnx
x

dx =
1

2
(lnx)2 + C, C ∈ R

ريغتملليفلآتلاليدبتلا 11.5 ةيضق

αنكيل 6= Fتناكاذإ.نييقيقحنيددعβو0 (x)ةلادللةيلصأةلادf(x)نإف
1

α
F (αx+β)

+f(αxةلادللةيلصأةلاديه β).

11.5 ناـهربلا

باسحديرن
∫

f(αx + β)dx.ريغتملانكيلt = αx + β.ةرابعنأظحلانtةللادبxةيفلآتيه.

dtنذإ = αdx.هنمو∫
f(αx+ β)dx =

∫
f(t)

dt

α
=

1

α

∫
f(t)dt.
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∫ىلعلصحنfةلادلاةيلصألامعتسابو
f(αx+ β)dx =

1

α
F (t) + C, C ∈ R

∫دجنxيلصلأاريغتملاىلإعوجرلابمث
f(αx+ β)dx =

1

α
F (αx+ β) + C, C ∈ R

نأجتنتسن
1

α
F (αx+ β)ةلادللةيلصأةلاديهf(αx+ β).

14.5 لاثم

ددحمريغلالماكتلاباسحل
∫
(2x − 1)4dxباسحىلعدمتعتىلولأا.نيتقيرطلمعتسننأنكمي

−2x)دحلايئانثروشنم يتلاةيناثلاةقيرطلاوأ.ددحمريغلالماكتلاةيطخلامعتسااهدعبو4(1

tيطخلاريغتملالامعتساىلعدمتعت = 2x− ةقباسلاةيضقلانم،لعفلاب.t4ةلادلاةيلصأةرابعو1

∫انيدل
(2x− 1)4dx =

1

2
× 1

5
(2x− 1)5 + C, C ∈ R

∫يأ
(2x− 1)4dx =

1

10
(2x− 1)5 + C, C ∈ R

ةقطانلالاودلالماكتباسحوةطيسبلاروسكلا5.1.4

f(x)اهترابعةيددعةلادfنكتل =
P (x)

Q(x)
nامهتجرددودحاريثكQوPثيح = deg(P و(

m = deg(Q) ≥ 1.

ةلادنعثحبلاىلإاهعاجرإامودنكميfلكشلانمةقطانةلادللةيلصأةلادنعثحبلاةيلمعنإ

deg(Pعمنكلوfلكشلانمةقطانةلادلةيلصأ ) < deg(Q).نوكيامدنع،لاعفn ≥ mلامعتسايفكي

لكشلانمةرابعبfةلادلاةباتكانلىنستيىتحQوPدودحلايريثكنيبةيديلقلإاةمسقلا

f = P ′ +
R

Q

Pثيح .Q،mةجردنمامامتلقأهتجرددودحريثكRوn−mةجردوذدودحريثك′

ءادجىلإQماقملادودحريثكليلحتاهيفنكمييتلاتلااحلاىلعيلياميفانمامتهازكرنس

اهيفنوكييتلاتلااحلا،ىرخأةرابعب،ىلولأاةجردلانمدودحتاريثك

(3) Q(X) = a(X − r1)
m1 · (X − r2)

m2 · · · (X − rk)
mk
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aثيح 6= ,Q،r1يفةجردىلعلأادحلالماعملثمي0 r2, · · · , rkدودحلاريثكروذجلثمتQ،يأ

Q(ri)انيدلهنأ = 1لجأنم0 ≤ i ≤ k،وm1,m2, . . . ,mkىلعلثمتةمودعمريغةيعيبطدادعأيه

,r1روذجلافعاضتةبتربيترتلا r2, · · · , rk.

اهتباتكيأ،ةطيسبروسكىلإاهكيكفتبرميfةيرسكلاةلادللةيلصلأالاودلاباسحىلإليبسلانإ

اهترابعروسكعومجملكشىلع

α

(X − r)m

.كيكفتلاةيلمعحيضوتوطيسبتبناحمستنيتئطوتمدقناذهل

12.5 ةئطوت

,P,Q1ناكاذإ Q2ثيحدودحتاريثكثلاث

deg(P ) < deg(Q1) + deg(Q2)

ثيحP2وP1نيديحودودحاريثكدجويهنإف

deg(P1) < deg(Q1) و deg(P2) < deg(Q2)

ناققحيو

(4) P

Q1 ×Q2
=

P1

Q1
+

P2

Q2

13.5 ةظوحلم

:نيتدئافصلختسنةئطوتلاهذهنم

هذهكيكفتنكمياهدنع،دودحيريثكءادجنعةرابعةقطانةلادماقمناكاذإ.1

.دودحلايريثكدحأامهنمةدحاولكماقمنيتقطاننيتلادعومجمىلإةلادلا

لقتنتةيصاخلاهذهنإفةقطانةلادبماقملاةجردنملقأطسبلاةجردتناكاذإ.2

نملقأهطسبةجردنوكيعومجملانمرسكلكنأهانعم،عومجملايتلادىلإ

.هماقمةجرد

15.5 لاثم

ةلادلاكيكفتديرن

f(X) =
4X − 1

(X − 1)(X2 +X + 1)

ةباتكنكمي12.5ةئطوتلابسح

f(X) =
a

X − 1
+

bX + c

X2 +X + 1
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,aعم b, cةيقيقحدادعأ.

دجنةريخلأاةرابعلايماقمديحوتب

f(X) =
(a+ b)x2 + (a− b+ c)X + (a− c)

(X − 1)(X2 +X + 1)

:انيدلXميقلكلجأنمنأينعياذه

4X − 1

(X − 1)(X2 +X + 1)
=

(a+ b)x2 + (a− b+ c)X + (a− c)

(X − 1)(X2 +X + 1)

ةلمجلاىلعلصحنلةقباطملالمعتسننأانهنكمي
a+ b = 0

a− b+ c = 4

a− c = −1

aثيحاديحولاحلبقتةلمجلاهذهو = bو1 = cو1− = دجنهنمو.2

f(X) =
1

X − 1
+

−X + 2

X2 +X + 1

ةطيسبروسكىلإكيكفتلا 14.5 ةئطوت

deg(PثيحدودحريثكPنكيل ) < mو

f(X) =
P (X)

(X − r)m

ثيحa1،…،amةيقيقحدادعأدجوتنذإ

(5) f(x) =
a1

X − r
+

a2
(X − r)2

+ · · ·+ am
(X − r)m

16.5 لاثم

f(x)ةيرسكلاةلادلا =
X2 + 1

(X − 1)3
لكشلانمةرابعذخأتنأنكمي

a1
X − 1

+
a2

(X − 1)2
+

a3
(X − 1)3

بتكنول،لعفلاب

f(X) =
a1

X − 1
+

a2
(X − 1)2

+
a3

(X − 1)3

ىلإلصنتاماقملاديحوتدعبو

f(X) =
a1X

2 + (−2a1 + a2)X + (a1 − a2 + a3)

(X − 1)3
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ةيلاتلاتاقلاعلاىلعلوصحللةقباطملالمعتسننأنلآانكمي
a1 = 1

−2a1 + a2 = 0

a1 − a2 + a3 = 1

a1وهاديحولاحلبقتاهنأدجنلةلمجلاهذهلحن = a2و1 = a3و2 = نأينعياذهو،2

f(X) =
1

X − 1
+

2

(X − 1)2
+

2

(X − 1)3

عومجمىلإ،(3)لكشلانمماقمتاذ،ةيرسكةلادلككيكفتبناحمست12.5و14.5ناتئطوتلا

.ةطيسبروسك

15.5 ةيضق

f(X)ةيرسكلاةلادلانكتل =
P (X)

Q(X)
deg(Pثيح ) < deg(Q)و

Q(X) = (X − r1)
m1 · (X − r2)

m2 · · · (X − rk)
mk

1لجأنم،ajiةيقيقحدادعأدجوتنذإ ≤ i ≤ k1و ≤ j ≤ mi،ثيحب

(6) f(X) =

k∑
i=1

mi∑
j=1

aji
(X − ri)j

17.5 لاثم

ةيلاتلاةلادلاكيكفتديرن

f(X) =
18X2 + 9X

(X − 2)(X + 1)2

بتكن15.5ةيضقلابسح

f(X) =
a

X − 2
+

b

X + 1
+

c

(X + 1)2

دجنلةريخلأاةرابعلايفتاماقملادحون

f(X) =
(a+ b)X2 + (2a− b+ c)X + (a− 2b− 2c)

(X − 2)(X + 1)2

ينعياذه

2X2 +X = (a+ b)X2 + (2a− b+ c)X + (a− 2b− 2c)

ةيلاتلاةيطخلاةلمجلاىلعلصحنةقباطملاب
a+ b = 18

2a− b+ c = 9

a− 2b− 2c = 0
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aثيحاديحولاحلبقتةلمجلاهذه = bو10 = cو8 = هنمو.3−

f(X) =
10

X − 2
+

8

X + 1
+

−3

(X + 1)2

،اهلةيلصلأالاودلاباسحلةلاعفةليسويهةطيسبروسكعومجمىلإةيرسكلالاودلاكيكفتنإ

.ةطيسبلاروسكلالاودةيلصلأةيليلحتلاةرابعلاانيدلهنلأ

16.5 ةيضق

انيدل.مودعمريغيعيبطددعmنكيل

(7)
∫

dx

(x− r)m
=


ln|x− r|, لجأنم m = 1

−1

(m− 1)
× 1

(x− r)m−1
, لجأنم m > 1

18.5 لاثم

ةلادللةيلصلأالادلاةرابعبتكأ

f(x) =
18x2 + 9x

(x− 2)(x+ 1)2

يليامكةطيسبلاروسكلالامعتساباهتباتكنكميfةلادلاةرابعنأ17.5لاثملايفانيأر

f(x) =
10

x− 2
+

8

x+ 1
+

−3

(x+ 1)2

∫نذإ
f(x)dx = 10

∫
dx

x− 2
+ 8

∫
dx

x+ 1
− 3

∫
dx

(x+ 1)2

∫نأجتنتسن16.5ةيضقلالامعتساب
f(x)dx = 10 ln|x− 2|+ 8 ln|x+ 1|+ 3

x+ 1
+ c

.يفيكيقيقحددعcثيح

ددحملالماكتلا5.2

ددحملالماكتلا 17.5 فيرعت

,a]لاجملاىلعfةرمتسملاةلادللددحملالماكتلا b]يقيقحلاددعلاوهF (b)− F (a)ثيح

Fةلادللةيلصأةلادf.بتكن∫ b

a
f(x)dx = F (x)

∣∣∣x=b

x=a
= F (b)− F (a)
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19.5 لاثم

f(x)ةلادلالماكتبسحأ = x2 − x0]لاجملاىلع, 1].

∫انيدلةقباسلافيراعتلالامعتساب 1

0
f(x)dx =

∫ 1

0
(x2 − x)dx

Fنأامبو (x) =
1

3
x3 − 1

2
x2ةلادللةيلصأةلاديهf0]لاجملاىلع, نإف[1

∫ 1

0
f(x)dx = F (x)

∣∣∣1
0
=

(
13

3
− 12

2

)
−
(
03

3
− 02

2

)
= −1

6

ددحملالماكتلاتايصاخ5.2.1

,a]لاجملاىلعنيترمتسمنيتلادgوfنكتل b]،وFوGبيترتلاىلعامهلنيتيلصأنيتلاد.

ددحملالماكتلاةيطخ 18.5 ةيضق

∫انيدلλيقيقحددعلكلجأنم b

a
(λf(x) + g(x))dx = λ

∫ b

a
f(x)dx+

∫ b

a
g(x)dx

18.5 ناـهربلا

∫انيدللعفلاب.ددحملالماكتلافيرعتنمةرشابمصلختستةيصاخلاهذه b

a
(λf(x) + g(x))dx = (λF (x) +G(x))

∣∣∣b
a
= (λF (b) +G(b))− (λF (a) +G(a))

∫هنمو b

a
(λf(x) + g(x))dx = λ(F (b)− F (a)) + (G(b)−G(a)) = λF (x)

∣∣∣b
a
+G(x)

∣∣∣b
a

∫نأجتنتسنهنمو b

a
(λf(x) + g(x))dx = λ

∫ b

a
f(x)dx+

∫ b

a
g(x)dx

19.5 ةيضق

,a]لاجملانمcيقيقحددعلكلجأنم b]انيدل∫ c

c
f(x)dx = 0
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19.5 ناـهربلا

,c]لاجملاىلعfةلادللددحملالماكتلافيرعتلامعتسإيفكي c].نذإبتكن ∫ c

c
f(x)dx = F (c)− F (c) = 0

لاشةقلاع 20.5 ةيضق

,a]لاجملانمcيقيقحددعلكلجأنم b]انيدل∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx

20.5 ناـهربلا

∫Fةيلصلأاةلادلالامعتسابنميلأافرطلابتكن c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx = F (x)

∣∣∣c
a
+ F (x)

∣∣∣b
c

Fنأظحلان (x)
∣∣∣c
a
+ F (x)

∣∣∣b
c
= (F (c)− F (a)) + (F (b)− F (c)) = F (b)− F (a).نذإ

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx = F (x)

∣∣∣b
a
=

∫ b

a
f(x)dx

21.5 ةيضق

∫ a

b
f(x)dx = −

∫ b

a
f(x)dx

21.5 ناـهربلا

.نيتفلتخمنيتقيرطبةرابعلاهذهتابثإنكمي

∫انيدللعفلاب.ددحملالماكتلافيرعتلامعتساب،لاوأ a

b
f(x)dx = F (a)− F (b) = −(F (b)− F (a)) = −

∫ b

a
f(x)dx

انيدللعفلاب.لاشةقلاعلامعتساب،ايناث

0 =

∫ a

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx+

∫ a

b
f(x)dx

∫هنمو a

b
f(x)dx = −

∫ b

a
f(x)dx
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ةبجومةلادلماكت 22.5 ةيضق

,a]لاجملاىلعامامتةبجومfةلادلاتناكاذإ b]نإف∫ b

a
f(x)dx > 0

22.5 ناـهربلا

Fنأامب ′(x) = f(x)لاجملاىلعامامتةبجوم[a, b]ةلادلانأينعياذهفFىلعامامتةديازتم

,a]لاجملا b].نأاذهنمجتنتسنF (a) < F (b).هنمو∫ b

a
f(x)dx = F (b)− F (a) > 0

23.5 ةمزلا

f(x)ققحتاذإ < g(x)لجأنمx ∈ [a, b]نإف∫ b

a
f(x)dx <

∫ b

a
g(x)dx

23.5 ناـهربلا

h(x)ةلادلاربتعن = g(x)− f(x).ةلادلاhلاجملاىلعامامتةبجومنذإ[a, b].22.5ةيضقلابسح

∫نأجتنتسن b

a
h(x)dx > 0

∫نأينعياذه b

a
(g(x)− f(x))dx > 0

∫دجنددحملالماكتلاةيطخلامعتسابمث b

a
g(x)dx−

∫ b

a
f(x)dx > 0

∫هنمو b

a
g(x)dx >

∫ b

a
f(x)dx
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24.5 ةيضق

∣∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(x)| dx

24.5 ناـهربلا

xيقيقحددعلكلجأنم ∈ [a, b]انيدل

−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|

ةيلاتلاةفعاضملاةحجارتملاىلعلصحن23.5ةمزلالالامعتساب

−
∫ b

a
|f(x)|dx ≤

∫ b

a
f(x)dx ≤

∫ b

a
|f(x)|dx

∫∣∣∣∣هنمو b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(x)| dx

ددحملالماكتلاباسح5.2.2

،ةددحملاتلاماكتلاباسحلةحلاصىقبتددحمريغلاتلاماكتلاباسحلاقباسةمدقملاقرطلانإ

.لماكتللدودحعضومتهنأامبليصافتلاضعبةاعارمبجيهنأريغ

ةئزجتلابددحملالماكتلاباسح 25.5 ةيضق

,C1([aنمنيتلادvوuتناكاذإ b])نإف:

(8)
∫ b

a
u′(x) · v(x)dx = u(x) · v(x)

∣∣∣b
a
−
∫ b

a
u(x) · v′(x)dx

25.5 ناـهربلا

.8.5ةيرظنلاتابثإتاوطخسفنعبتيةيضقلاهذهتابثإ

26.5 ةظوحلم

u(x)باسحانكممنوكينأبجيىنعم(8)ةرابعلانمنميلأافرطللنوكيىتح · (x)
∣∣∣b
a

اذهل.

,a]لاجملايفرطدنعنيتفرعمvوuناتلادلانوكتنأيرورضلانمهنإف b].

20.5 لاثم
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ددحملالماكتلا-5.2

بسحأ
∫ 1

0
xexdx.

,0]لاجملاىلعةرمتسمxexةلادلااعبط ,0]لاجملاىلعاهلماكتباسحلو.[1 ةلماكملالمعتسن[1

u′(x)عضنوةئزجتلاب · v(x) = xexثيح

u′(x) = ex, v(x) = x

انيدلنوكيكلذل

u(x) = ex, v′(x) = 1

∫ىلعلصحنلةدعاقلاقبطن 1

0
xexdx = xex

∣∣∣1
0
−
∫ 1

0
exdx = (xex − ex)

∣∣∣1
0

∫نذإ 1

0
xexdx = (1 · e1 − e1)− (0 · e0 − e0) = 1

21.5 لاثم

يلاتلالماكتلابسحأ
∫ 8

3
x
√
x+ 1dx.

xةلادلا
√
x+ ,3]لاجملاىلعةرمتسم1 عضنوةئزجتلابةلماكملالمعتسن.[8

u′(x) =
√
x+ 1, v(x) = x

انيدلنوكي11.5ةيضقلابسح،نذإ

u(x) =
2

3

√
(x+ 1)3, v′(x) = 1

∫هنمو 8

3
x
√
x+ 1dx =

2

3
x(x+ 1)

√
x+ 1

∣∣∣8
3
−
∫ 8

3

2

3
(x+ 1)

√
x+ 1dx

+x)نأامبو 1)
√
x+ 1 = (x+ 1)

3
∫نإف2

(x+ 1)
√
x+ 1dx =

2

5
(x+ 1)

5
2 + C =

2

5
(x+ 1)2

√
x+ 1 + C, C ∈ R

∫اذهنمجتنتسن 8

3
x
√
x+ 1dx =

(
2

3
x(x+ 1)

√
x+ 1− 4

15
(x+ 1)2

√
x+ 1

)∣∣∣∣8
3

=
1076

15
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ريغتملاليدبتبددحملالماكتلاباسح 27.5 ةيضق

vتناكاذإ : [a, b] → [c, d]ةلادلاتناكوقاقتشلإلةلباقةلادu : [c, d] → Rةلباق

نإفكلذكقاقتشلإل

(9)
∫ b

a
v′(x) · u′(v(x))dx =

∫ v(b)

v(a)
u′(t)dt = u(v(b))− u(v(a))

27.5 ناـهربلا

v′(x)ةلادللةيلصأةلاديهu(v(x))نأامب · u′(v(x))ةرشابمجتنتست(9)ةرابعلانإف.

22.5 لاثم

لماكتلاباسحديرن
∫ 8

3
x
√
x+ 1dxريغتملانذإحرتقن.ريغتملاليدبتةقيرطلامعتسابt = x+1.

dtنذإانيدل = dxاملوx = xو3 = tنإف8 = tو4 = هنمو.بيترتلاىلع9

∫ 8

3
x
√
x+ 1dx =

∫ 9

4
(t− 1)

√
tdt =

∫ 9

4

(
t
3
2 − t

1
2

)
dt

يليام،5.5ةيضقلالامعتساب،جتنتسن

∫ 8

3
x
√
x+ 1dx =

(
2

5
t
5
2 − 2

3
t
3
2

)∣∣∣∣9
4

=
1076

15

23.5 لاثم

لماكتلابسحأ
∫ e2

1

lnx
x

dx.

tعضن = lnx،انيدلاذلdt =
dx

x
xلجأنمو، = xو1 = e2انيدلt = tو0 = .بيترتلاىلع2

بتكننأنكمي(9)ةرابعلالامعتساب

∫ e2

1

lnx
x

dx =

∫ 2

0
tdt =

t2

2

∣∣∣∣2
0

= 2

تاحاسملاباسحوددحملالماكتلا5.3

سامملاميقتسملاهيجوتلماعميفلثمتييسدنهىنعمةلادةقتشملنأقاقتشلإابابيفانسرددقل

ةبسنلابةيلصلأاةلادلالثمتاذاموههنعةباجلإاديرنيذلالاؤسلا.قاقتشلإاةطقندنعينحنملل

.ةلماكملاةلادينحنمل
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تاحاسملاباسحوددحملالماكتلا-5.3

ينحنمبددحملازيحلاةحاسم5.3.1

,a]لاجملاىلعةبجوموةرمتسمةلادfنكتل b].ةحاسملابمتهنAينحنمبددحملايوتسملازيحلل

,a]لاجملاىلعلصاوفلاروحملماحميقتسملاوfةلادلا b].

y = f(x)

a b

A

x

y

ينحنمبةددحملاةحاسملا:5.1لكش
,a]لاجملاميسقتبموقناذهل b]ىلإnيئزجلاجم[xi;xi+1]،0لجأنم،ثيح ≤ i ≤ n،انيدل

xi = a+ i ·∆x, ∆x =
b− a

n

x0نأظحلان = aوxn = b.

,xi]تلااجملايهاهتدعاقيتلاتلايطتسملالامعتسابAةحاسملابيرقتبموقناذهنماقلاطنإ xi+1]

f(x∗iيواسياهعافتراو xiيأ،لاجملااذهنمةيفيكةطقنx∗iثيح( ≤ x∗i ≤ xi+1.

x

y

a = x0 b = xnx∗
i

f(x∗i )

xi−1 xi xi+1
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لماكتلاباسحوةيلصلأالاودلا-5

ينحنمبةددحملاةحاسملابيرقت:5.2لكش
يواستليطتسملكةحاسمنأظحلان

f(x∗i )(xi+1 − xi) = f(x∗i )∆x

:نذإبتكن

A ' f(x∗0)∆x+ f(x∗1)∆x+ · · ·+ f(x∗n−1)∆x =

n−1∑
i=0

f(x∗i )∆x

,a]لاجملارثكأأزجننأاننكميAةحاسمللقدأبيرقتىلعلصحنلو b]ربكأميقرايتخابكلذو

.nيعيبطلاددعلل

∞+نمبرتقتاميقذخأيnاملةقباسلاةرابعلانمنميلأافرطلاةياهنيطعتةيلاتلاةيرظنلا

لاودلاىلعادامتعإAددعللةطوبضملاةميقلاىلعلصحنكلذب،fةلادللةيلصلأالاودلالامعتساب

.fةلادللةيلصلأا

ليلحتلايفةيساسلأاةيرظنلا 28.5 ةنهربم

,a]لاجملاىلعfةلادللةيلصأةلادFنكتل b]،نذإ

A =

∫ b

a
f(x)dx = F (b)− F (a)

24.5 لاثم

yةلادلاىنحنمبةددحملاةحاسملاباسحديرن = 2x − yلصاوفلاروحملماحميقتسملاو1 = 0

,1]لاجملاىلع :انيدلليلحتلايفةيساسلأاةيرظنلابسح.[3

A =

∫ 3

1
f(x)dx =

∫ 3

1
(2x− 1)dx = (x2 − x)

∣∣x=3

x=1
= 6

x

y

y = 2x− 1

0 1 2 3

1

2

3

4

5
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تاحاسملاباسحوددحملالماكتلا-5.3

f(x)ةلادلاينحنملفسأةحاسملا:5.3لكش = 2x− 1

29.5 ةظوحلم

.ةبلاساميقذخأتنأنكميلاةحاسملانلأةبجومنوكتنأfلماكتلاةلادىلعانطرتشإ

يزاوتمبملعملايفلثمتيتلاوتاحاسملاةدحوبذخأتةحاسملاباسحةجيتننأهابتنلإابجي

.j~وi~ةدحولايعاعشبنيلثمملانيرواجتملانيعلضلايذعلاضلأا

نيينحنمبددحملازيحلاةحاسم5.3.2

,a]لاجملاىلعنيترمتسمgوfنيتلادربتعن b].

نيبgوfنيتلادلايينحنمبددحملايوتسملازيحلاةحاسمباسحةيفيكنيبتةيلاتلاةيرظنلا

xنيتلصافلا = aوx = b.

x

y

y = f(x)

y = g(x)

a b

A

نيينحنمبةددحملاةحاسملا:5.4لكش

نيينحنمبةددحملاةحاسملا 30.5 ةنهربم

لاجملاىلعgوfنيترمتسملانيتلادلايينحنمبددحملايوتسملازيحلاةحاسمىطعت

[a, b]ةرابعلاب

A =

∫ b

a
|f(x)− g(x)|dx

25.5 لاثم

167



لماكتلاباسحوةيلصلأالاودلا-5

f(x)ناتلادلانكتل = xوg(x) = −x+ ,0]لاجملاىلعنيتفرعملا2 3]

y = −x+ 2

y = x

x

y

:بتكنو30.5ةقباسلاةيرظنلاقبطنامهيينحنمبددحملاىوتسملازيحلاةحاسمباسحل

A =

∫ 3

0
|f(x)− g(x)|dx =

∫ 3

0
|2x− 2|dx

−2xةرابعلاةراشإةسارددعب :بتكن2

|2x− 2| =


−(2x− 2) لجأنم 0 ≤ x ≤ 1

+(2x− 2) لجأنم 1 ≤ x ≤ 3

لماكتلاباسحللاشةقلاعلمعتسنمث

A =

∫ 1

0
|2x− 2|dx+

∫ 3

1
|2x− 2|dx =

∫ 1

0
−(2x− 2)dx+

∫ 3

1
(2x− 2)dx

x2نأملعت − 2x2ةلادللةيلصأةلاديهx− :نذإ.1

A = − (x2 − 2x)
∣∣x=1

x=0
+ (x2 − 2x)

∣∣x=3

x=1
= −(−1− 0) + (3 + 1) = 5

لماكتلاوةيلصلأالاودلالامعتسلاةيداصتقإجذامن5.4

يلامجلإاحبرلاويلامجلإالخدلا،ةيلامجلإاةفلكلا5.4.1

ةعلسلاةيمكدايدزابدادزتفيلاكتجاتنلإاةيلمعقفاري.ةنيعمةعلسجاتنإبموقتةسسؤمربتعن

CTـبةعلسلانمqةيمكجاتنإدنعفيلاكتلاةميقيطعتيتلاةقلاعللانزمراذإ،كلذل.ةجتنملا (q)

.امامتةديازتمةلادCTنوكتاهدنعف

.ةيلامجلإاةفلكلاةلادCTىمست

168



لماكتلاوةيلصلأالاودلالامعتسلاةيداصتقإجذامن-5.4

ةيشماهلاةفلكلاىمستجاتنلإاىلإةدحاوةدحوةفاضإدنعلصحتيتلاةيلامجلإاةفلكلايفةدايزلا

.CMاهلزمرنو

ةيلاتلاةقلاعلاةيشماهلاةفلكلاوةيلامجلإاةفلكلاموهفمنمجتنتسن

(10) CM (q) = CT (q + 1)− CT (q)

كلذل،qةيدايتعلإاجاتنلإاةيمكعمةنراقملابلايئضنوكيجوتنملانمةدحاوةدحوةفاضإ،امومع

CTقرفلابيرقتاننكمي (q+ 1)−CT (q)يأ،ةقتشملاموهفملامعتسابC ′
T (q)،ةقلاعلاىلعلصحنو

ةيلامجلإاةفلكلاوةيشماهلاةفلكلانيب

(11) CM (q) = C ′
T (q)

بتكن.CMةيشماهلاةفلكلاةلادلةيلصأةلاديهCTةيلامجلإاةفلكلاةلادنألوقنىرخأةرابعب

:نذإ

(12) CT (q) = CF +

∫ q

0
CM (x)dx

.ةسسؤمللةتباثلافيلاكتلاةميقنعربعتCFثيح

26.5 لاثم

يليامكربعتةيشماهلاةفلكلاةلادنأضرفن

CM (q) = 2q + 3

CFـبردقتةتباثلافيلاكتلانأو = بتكتةيلامجلإاةفلكلانإف،7

CT (q) = 7 +

∫ q

0
(2x+ 3)dx

x2نأامب + 3x− CMةيشماهلاةفلكلاةلادلةيلصأةلاديه1 (x)نإف

CT (q) = 7 + (x2 + 3x− 1)
∣∣q
0
= q2 + 3q + 7

RTلخدباهيلإدوعيكلذنإفةسسؤملاجوتنمنمqةيمكقيوستوأعيبمتيامدنع (q).ةلادلا

RTرثكأاهجوتنمةسسسؤملاتعاباملكهنلأ،امامتةديازتمةلاديهويلامجلإالخدلاةلادىمست

.اهلخددادزااملك

جوتنملانمqةيمكلاىلإةيفاضإةدحوعيبدنعيلامجلإالخدلاةلادىلعأرطتيتلاةدايزلانإ

RMاهلزمرن (q)ةديدجةلادفرعتيهوRMبتكنفيرعتلااذهبسح.يشماهلالخدلاةلادىمست

(13) RM (q) = RT (q + 1)−RT (q)

لامعتسانكميهنإفجاتنلإاةدحوعماهتنراقمبادجةريبكqةيدايتعلإاجاتنلإاةيمكنوكتامدنعو

RTقرفللبيرقت (q + 1)−RT (q)ةقتشملاةلادلالامعتسابR′
T،ةقلاعلاامومعلمعتسنكلذل

(14) RM = R′
T
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لماكتلاباسحوةيلصلأالاودلا-5

لباقملابو.يلكلالخدلاةلادةقتشمكيشماهلالخدلاةلادنعربعتيتلا(13)ةاواسملانعلادب

بتكنكلذل.يشماهلالخدلاةلادلةيلصأةلاديهيلامجلإالخدلاةلادنألوقن

(15) RT (q) = RC +

∫ q

0
RM (x)dx

.تباثلالخدلانعربعيRCثيح

27.5 لاثم

ةرابعلاببتكيةسسؤمليشماهلالخدلاةلادنأضرفن

RM (q) = 30− 2q

.ئيشيأعيبمتيملاذإةسسؤملللخدلاهنأو

RCنأاذهنممهفن = بتكنهيلعو0

RT (q) =

∫ q

0
(30− 2x)dx

−30xنأامب x2يشماهلالخدلاةلادلةيلصأةلاديهRM (x)نإف

RT (q) = (30x− x2)
∣∣q
0
= 30q − q2

ريدقتمتيو.هلمعيفحبرلانمردقربكأقيقحتوهةسسؤموأجتنملكهيلإىعسييذلانإ

يلامجلإاحبرلا

.ةيلامجلإاةفلكلاويلامجلإالخدلاقرافباسحبكلذوπ(q)ةلادلاةطساوبةسسؤمل

(16) π(q) = RT (q)− CT (q)

،ةيلمعلاهذهنماهليخادميواسياهتعلسنمqةيمكاهعيبدعبةسسؤملاهققحتيذلاحبرلانأهانعم

RTيأ (q)،يأ،ةيمكلاهذهقيوستوجاتنإءابعأوفيلاكتحرطCT (q).

ىمسياهعيبوجوتنملانمةدحوةفاضإءارجيلامجلإاحبرلايفأرطييذلاريغتلانإف،قبساملثمو

ةقلاعلاانيدلاهفيرعتنمو.MPـبحبرلاشماهةلادلزمرن.حبرلاشماه

(17) MP (q) = π(q + 1)− π(q)

اهبيرقتنكميπ(q+1)−π(q)ةرابعلانإفqجاتنلإاةيمكيفافيفطاريغتجاتنلإاةدحولثمتامدنع

يلامجلإاحبرلاةلادنيبةقلاعلاىلعلصحناذهنمو،π′(q)يلامجلإاحبرلاةلادةقتشملامعتساب

يشماهلاحبرلاةلادو

(18) π′ = MP

نأجتنتسن(16)ةقلاعلانمو

MP = R′
T − C ′

T
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يأ

(19) π′ = RM − CM

.ةيشماهلاةفلكلاويشماهلالخدلايتلادقرفلةيلصأةلادىهيلامجلإاحبرلاةلادنأينعي

(20) π(q) =

∫
(RM (q)− CM (q))dq

28.5 لاثم

:يلياماهيدلةسسؤمنأضرفن

CM:ةيشماهلاةفلكلاةلاد• (q) = 7 + 4q،

RM:يشماهلالخدلاةلاد• (q) = 26− 2q.

:بتكتيلامجلإاحبرلاةلادنذإ

π(q) =

∫
[(26− 2q)− (7 + 4q)]dq =

∫
(19− 6q)dq = 19q − 3q2 + c

ةسسؤملاهذهنأانربتعااذإف.ةتباثلافيلاكتلاوةتباثلاليخادملانيبقرفلالثميcلماكتلاتباثنإ

cنإفتباثلخديأاهلسيلامنيبةيدقنتادحو10ـبردقتةتباثفيلاكتاهيدل = هنمو،10−

π(q) = −3q2 + 19q − 10

جتنملاضئافوكلهتسملاضئاف5.4.2

ضئافباسحمتي.كلهتسملاةدئافنعربعييذلايداصتقلإاسايقملاوهCSكلهتسملاضئاف

ءارشلادعتسمهلجأنمكلهتسملانوكينمثىصقألثمييذلا،D(q)بلطلارعسةنراقمبكلهتسملا

كلهتسملاوجتنملانملاكهيلعقفتييذلانمثلالثمييذلا،∗pقوسلانزاوترعسعم،جوتنملا

.جوتنمللqةفلتخملاتايمكلالدابتل

باسحمتيو.جتنملاةدئافنعربعييذلايداصتقلإاسايقملاوهPSجتنملاضئافنإف،يزاوتلاب

عضولادعتسمهلجأنمجتنملانوكينمثىندألثمييذلا،S(q)ضرعلارعسةنراقمبجتنملاضئاف
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.جوتنمللqةفلتخملاتايمكلالدابتل∗pقوسلانزاوترعسعم،قوسلايفجوتنملا

q ةيمكلا

p رعسلا

D(q) بلطلا

S(q) ضرعلا

q∗

p∗
كلهتسملاضئاف

جتنملاضئاف

جتنملاضئافوكلهتسملاضئاف:5.5لكش

نزاوتلارعسيأ،قوسلليلاحلارعسلانمىلعأDبلطلارعسنوكيامنيحكلهتسملاضئافرهظي

p∗،بلطلاةلادبددحملايوتسملازيحلاةحاسملثميكلهتسملاةعفنموأةدئافلاضئافوp = D(q)

pيقفلأاميقتسملاو = p∗0لجأنم ≤ q ≤ q∗.

:لماكتلاموهفمقيبطتبكلهتسملاضئافةرابعىلعنذإلصحن

(21) CS =

∫ q∗

0
(D(q)− p∗)dq =

∫ q∗

0
D(q)dq − p∗q∗

ةدئافضئافو،Sضرعلارعسنمىلعأ∗pنزاوتلارعسنوكياملجتنملاضئافنعملكتنكلذك

pضرعلاةلادبددحملايوتسملازيحلاةحاسملثمتجتنملاةعفنموأ = S(q)يقفلأاميقتسملاو

p = p∗0لجأنم ≤ q ≤ q∗.

:يليامكجتنملاضئافةرابعبتكنلماكتلالامعتساب

(22) PS =

∫ q∗

0
(p∗ − S(q))dq = p∗q∗ −

∫ q∗

0
S(q)dq

29.5 لاثم

ةرابعلابةنيعمةعلسلبلطلاةلادىطعت

D(q) = 40− 3q

.قوسلاةعلسنمqةيمكءارشلةعفدينأادعتسمكلهستملانوكييذلارعسلالثميD(q)ثيح

∗pوهقوسلانزاوترعسنأتملعاذإ• = .CSكلهتسملاضئافبسحاف،10
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،نزاوتلارعسD(q)بلطلاةلاداهلجأنمققحتيتلاةيمكلايهو.∗qنزاوتلاةيمكديدحتانيلعلاوأ

D(q∗)اهدنعانيدليأ = p∗.

−40بتكتةلداعملاهذه 3q∗ = ∗qىلعلصحناهلحدعبو،10 = 10.

:ةلاحلاهذهيفبتكنوكلهتسملاضئافةرابعنلآالمعستن

CS =

∫ 10

0
(40− 3q − 10)dq =

(
30q − 3

2
q2
)∣∣∣∣q=10

q=0

= 150

S(q)ةرابعلابضرعلاةلادىطعت = 2+0.8q،ثيحS(q)ةلجلأجتنملاقفاوييذلاىندلأارعسلالثمي

.قوسلاىلإةجوتنمنمqةيمكلاخداب

.ةلاحلاهذهيفPSجتنملاضئافبسحأ•

:يأ،جتنملاضئافنوناققيبطتيفكي،اعبط

PS =

∫ 10

0
(p∗ − S(q))dq =

∫ 10

0
(10− 2− 0.8q)dq =

(
8q − 0.4q2

)∣∣q=10

q=0
= 40

يوتسملازيحلاةحاسماينايبلثميو،جتنملاضئافوكلهتسملاضئافعومجموهيلامجلإاضئافلا

,0]لدابتلالاجمىلعبلطلاوضرعلايينحنمبددحملا q∗].نذإ:

(23) TS = CS + PS =

∫ q∗

0
(D(q)− S(q))dq

ةرشابمبتكننأنكميقباسلالاثملايف

TS = CS + PS = 150 + 40 = 190

:يليامكهبسحنوأ

TS =

∫ 10

0
(40− 3q − 2− 0.8)dq =

(
38q − 1.9q2

)∣∣q=10

q=0
= 190

.كلهتسملاوجتنملااهيفكراشتييتلاةدئافلامجحيلامجلإاضئافلالثمي
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ينيجلماعموزنرولينحنم5.4.3

.نيعمعمتجميفةورثلاعيزوتقراوفوألخدلاعيزوتليثمتلزنرولينحنملمعتسي

0 x
0

y

ةاواسملاميقتسم

y = L(x)

زنرولينحنم

1

1

زنرولينحنم:5.6لكش

0ةلصافلك ≤ x ≤ لخدلاىلعلصحتيتلاعمتجملادارفأةبسنلثمتلصاوفلاروحمىلعنم1

.عمتجملالماكلةيلكلاةروثلانمةصحىندأكلمتوأ،لقلأا

0ةبيترتلك ≤ y ≤ .عمتجمللةيلامجلإاةورثلاوألخدلانمةبسنلثمتبيتارتلاروحمىلعنم1

,x)ةطقنلك L(x))ةبسنلانأبديفتزنرولينحنمنمL(x)بهذتعمتجملاةورثنموألخدلانم

.عمتجملااذهنمءًارثلقلأاxةبسنلاىلإ

يفوألخدلايفعمتجملادارفألكىواستياهلجأنميتلاىلثملاةلاحلاةاواسملاميقتسمربتعي

ةيعامتجلإاقراوفلاتلقاملكةاواسملاميقتسمنمبرقأزنرولينحنمناكاملكو.ةورثلامساقت

.ةورثلاوألخدلاةيحاننم

عمتجمبةقلعتملاةورثلاوألخدلامساقتيفةاواسملاىدمىلعلدييذلارشؤملاوهينيجلماعم

ينحنموةاواسملاميقتسمبددحملايوتسملازيحلاةحاسمةبسنباسحبهيلعلوصحلامتي.ام

ميقتسملاوزنرولينحنمبددحملايوتسملازيحلاةحاسمعمةحاسملاهذهعومجمىلإزنرول

.لصاوفلاروحملماح
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0 x
0

y

ةاواسملاميقتسم

نم
نح

ي
زنرول

A

B

1

1

G =
A

A+B

ينيجلماعم:5.7لكش

يذلاةاواسملاميقتسمبددحملايوتسملازيحللAةحاسملالاوأبسحنينيجلماعمةرابعةباتكل

yهتلداعم = xهتلداعميذلازنرولينحنموy = L(x)0]لاجملاىلع, 1].

نذإ،زنرولينحنمقوفعقيةاواسملاميقتسمنأ5.6لكشلانمظحلان

A =

∫ 1

0
(x− L(x))dx =

1

2
x2
∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0
L(x)dx =

1

2
−
∫ 1

0
L(x)dx

نذإ،لصاوفلاروحملماحميقتسملاقوفعقيزنرولينحنمنإمث

B =

∫ 1

0
L(x)dx

نإفهنمو

A+B =
1

2
−
∫ 1

0
L(x)dx+

∫ 1

0
L(x)dx =

1

2

ينيجلماعمةرابعجتنتسنهنمو

(24) G =
A

A+B
= 1− 2

∫ 1

0
L(x)dx

30.5 لاثم

هتلادةرابعيذلاوتاعمتجملادحلأزنرولىنحنملثمييلاتلالكشلا

L(x) = x2
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0 x
0

y

ةاواسملاميقتسم

y = L(x)

زنرولينحنم

1

1

L(x)ةلادلازنرولينحنم:5.8لكش = x2

.ءارثلقلأاعمتجملافصناهكلمييتلاةورثلاةبسنددح.1

:دجنفL(0.5)باسحيفكيلاؤسلااذهىلعةباجلإل

L(0.5) =

(
1

2

)2

=
1

4

.ةورثلاعبرمساقتيءارثلقلأاعمتجملافصننأينعياذهو

نمةبسنلانعثحبلابجي.ةورثلافصنكلمتيتلاوءارثلقلأاعمتجملانمةبسنلاددح.2

L(x)ثيحب،xيأ،ءارثلقلأاعمتجملا = ةلداعملاهذهلحن.0.5

L(x) = 0.5 ⇒ x2 =
1

2
⇒ x =

√
2

2
' 0.7

.هتورثفصنيفنوكراشتيعمتجملااذهنم%70نأينعياذهو

.ينيجلماعمبسحأ.3

G = 1− 2

∫ 1

0
L(x)dx = 1− 2

∫ 1

0
x2dx = 1− 2

3
x3
∣∣∣∣1
0

=
1

3

Gنذإ ' 33.33%.

CLVليمعلارمعةميق5.4.4

اهلايفوليمعلااهيفىقبييتلاةينمزلاةدملانيمختللتاسسؤملاهلمعتستموهفموهليمعلارمع

.Lاهلزمريونمزلاةدحوبردقتةيمكيهنذإ.امهنيبةلماعملارمتستو
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عماهلماعتءارجةلصحملاحابرلأاةميقردقييذلاليمعلارمعةميقموهفمتاسسؤملالمعتست

ةميقلزمرن.Lةينمزلاةدملاىدمىلعيأ،اهلايفواهيفيقبييتلاةينمزلاةدملاةليطاهليمع

.CLVـبليمعلارمع

ليمعلارمعةميقةرابعىطعت،نمزلاربعةرمتسمليمعلاوةسسؤملانيبلدابتلاةعيبطنوكتامل

:ةرابعلاب

(25) CLV =

∫ L

0

R(t)− C(t)

(1 + d)t
dt

:ثيح

•R(t)نمزلادنعليمعللاهتمدخلباقمةسسؤملااهيلعلصحتتيتلاليخادملاةميقt.

•C(t)نمزلادنعليمعللاهتمدخءارجةسسؤملااهلمحتتيتلافيلاكتلاةميقt.

•dلاملةينمزلاةميقلانعةجتانلامصخلاةبسن.

31.5 لاثم

.تاونسعبسباهلءايفوأاهئلامعءاقبنمزلدعمنأةنيعمةسسؤمتردق

امنيب،ايونسةيدقنةدحو30ـبردقيليمعلكنمتباثلخدىلعلصحتةسسؤملاتناكاذإ

ةينمزلاةميقلاءارجاهيدلمصخلاةبسنتردقو،ةنسلكةيدقنتادحو10ليمعلكةمدخاهفلكي

ةرابعلاببسحتليمعلارمعةميقنإف،%5ـبلاوملأل

CLV =

∫ 7

0

30− 10

(1 + 0.05)t
dt =

∫ 7

0
20× e−x ln 1.05

20−نأامب
e−t ln(1.05)

ln(1.05)
×20ةلادللةيلصأةلاديه e−t ln(1.05)و

−20
e−t ln(1.05)

ln(1.05)
= − 20

ln(1.05)
× (1.05)−t

CLV = − 20

ln(1.05)
× (1.05)−t

∣∣∣∣7
0

نذإ

CLV =
20

ln(1.05)
(
1− (1.05)−7

)
' 118.6

.اهعمهلماعتةليطليمعلكنم118.6ـبردقيحبرىلعلوصحلاعقوتتةسسؤملانأينعياذه
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تاقيبطتونيرامت5.5

ددحملالماكتلاباسحوةيلصلأالاودلا5.5.1

ةئزجتلابلماكتلا1.5.

:ةيلاتلالاودلانمةلادلكلةيلصأةلاددجةئزجتلابلماكتلالامعتساب

1) f(x) = xex 2) f(x) = lnx 3) f(x) = (lnx)2

4) f(x) =
lnx
x

5) f(x) = x2e−x 6) f(x) = x2 ln(x)

ريغتملاليدبتبلماكتلا2.5.

:ةيلاتلاتلاماكتلابسحأحرتقملاريغتملاليدبتلامعتساب

1)

∫ 3

1

dx

x
√
x+ 1

, t =
√
x+ 1

2)

∫ 5

e

dx

x lnx
, x = et

3)

∫ 3

0
x(3x2 − 1)5dx, t = 3x2 − 1

4)

∫ 1

0
e
√
xdx, t =

√
x

5)

∫ −2

−3

dx

x
√
x2 − 1

, tx = 1

6)

∫ 1

−1

dx

ex + 1
, x = − ln t

ةطيسبلاروسكلا3.5.

:ةيلاتلالاودلاكيلإ

1) f(x) =
5x+ 3

(x− 2)(x+ 1)
2) g(x) =

2x+ 7

(x+ 3)(x− 4)
3) h(x) =

x2 + 2x+ 5

(x− 1)(x+ 2)

4) i(x) =
4x2 + 7x+ 2

(x− 1)2(x+ 3)
5) j(x) =

3x2 + 5x+ 2

(x+ 1)(x2 − 4)
6) k(x) =

x3 + 3x2 − 3x+ 3

1− x4

.ةطيسبروسكىلإاهنمةلادلكككف.1

.ةيلصأةلادةلادلكلجتنتسإ.2

تاحاسملاباسحوتلاماكتلا4.5.

f(x)ةلادلاينحنمبددحملاينحنملازيحلاةحاسمبسحأ.1 = x2 + 2x + لماحميقتسملاو2

xنيتلداعملااوذنيميقتسملاولصاوفلاروحم = xو0 = 2.
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yةلادلاينحنمبددحملايوتسملازيحلاةحاسمبسحأ.2 = exاهتلاداعميتلاتاميقتسملاو

y = 1،x = xو0 = 3.

f(x)نيتلادلالثم.3 = x3−3x+1وg(x) = x+1ددحملازيحلاةحاسمبسحامثيوتسملايف

1−لجأنمامهيينحنمب ≤ x ≤ 1.

ةيداصتقإتاقيبطتوجذامن5.5.2

ةيلامجلإاةفلكلا5.5.

CMةرابعلابةسسؤملةيشماهلاةفلكلاةلادىطعت (q) = 6q+ .ةجتنملاةعلسلاةيمكلثميqثيح،5

CTةيلامجلإاةفلكلاةلادةرابعبتكأ،25ـبردقتةسسؤمللةتباثلافيلاكتلانأتملعاذإ (q).

يلامجلإالخدلا6.5.

RMةرابعلابةسسؤمليشماهلالخدلاةلادىطعت (q) = 39− 3q،ثيحqةجتنملاةعلسلاةيمكلثمي.

RTلامجلإالخدلاةلادةرابعبتكأ،جاتنإنودلخديأكلتمتلاةسسؤملانأتملعاذإ (q).

يلامجلإاحبرلا7.5.

ةرابعلابةسسؤمليشماهلالخدلاوةيشماهلاةفلكلايتلادىطعت

CM (q) = 13 + 1.5q RM (q) = 37− 0.5q

.ةعابملاةجتنملاةعلسلاةيمكلثميqثيح

.جاتنإنودنملخديأىلعلصحتلاو100ـبردقتةسسؤمللةتباثلاةفلكلانأتملعاذإ

.π(q)يلامجلإاحبرلاةلادةرابعبتكأ.1

.حبرلانمردقىلعأاهلجأنمققحتييتلا∗qةيمكلاددح.2

بلطلاوضرعلاجذومن8.5.

:نيترابعلاب،يلاوتلاىلعDوS،بلطلاوضرعلااتلادىطعت

S(q) = 5 + x, D(q) = 50− 2x

.دماعتمملعميفبلطلاوضرعلايتلاداينايبلثم.1

.قوسلانزاوتةيمكورعسددح.2

.PSجتنملاضئافوCSكلهتسملاضئافنملاكبسحأ.3

.TSيلامجلإاضئافلانيتفلتخمنيتقيرطببسحأ.4
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بلطلاوضرعلاجذومن9.5.

:نيترابعلاب،يلاوتلاىلعDوS،بلطلاوضرعلااتلادىطعت

S(q) = 5 + 0.5x, D(q) = 100× 10−0.1x

.دماعتمملعميفبلطلاوضرعلايتلاداينايبلثم.1

∗pرعسلالجأنمنزاوتلاققحيقوسلانأققحت.2 = .∗qقوسلانزاوتةيمكجتنتساو،10

.PSجتنملاضئافوCSكلهتسملاضئافنملاكبسحأ.3

.TSيلامجلإاضئافلانيتفلتخمنيتقيرطببسحأ.4

يعامتجلإالصاوتلا10.5.

.تنرتنلإاربعةطشنلأاوأريهاشملادحلأيعامتجلإالصاوتلاعقاومىلعنيعباتملاددعةساردديرن

Fـبنيعباتملاددعلزمرن (t)0ثيح ≤ t ≤ وأطاشنلاقلاطناذنمىضقنايذلانمزلالثمي20

.يعامتجلإالصاوتلاعقاومىلعةريهشلاةيصخشلاروهظ

:ةلاحلاهذهيفبتكيو،ةيتسيجولةلادجذومنعبتينيعباتملاددعومننأنيبتةساردلادعب

dF (t)

dt
=

500

1 + e−
t−10

2

,0]لاجملانمtلكلجأنم،نيب.1 :نأ،[20

F (t) = 500× e
t
2

e
t
2 + e5

,0]لاجملاىلعFةلادللةيلصلأالاودلاةرابعجتنتسإ.2 20].

,0]ةرتفلاىلعنيعباتملاددعجتنتسإ.3 20].

ينيجلماعم11.5.

ةيلاتلاةلادلاوذزنرولينحنمتاعمتجملادحأكلمي

L(x) = x−
√
x

عمتجمللةيلامجلإاةورثلانمةبسنلالثميL(x)و،ءارثلقلأاعمتجملادارفأنمةبسنلالثميxثيح

.دارفلأانمةبسنلاهذهاهكلمتيتلا

,0[لاجملاىلعةبدحموامامتةديازتمLنأنيب.1 1[.

.سناجتمودماعتمملعميفLةلادلاينحنملثم.2

.قباسلاملعملايفاهلثممثءارثلقلأاعمتجملافصناهكلمييتلاةورثلاةبسنددح.3
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.قباسلاملعملايفاهلثممثةورثلافصنكلمتيتلاوءارثلقلأاعمتجملاةبسنددح.4

.هتورثفصنكلمتيتلاوعمتجملايفءارثرثكلأاةئفلاةبسنجنتنسإ.5

.عمتجملااذهلGينيجلماعمبسحأ.6

ينيجلماعم12.5.

ةيلاتلاةلادلاوذزنرولينحنمتاعمتجملادحأكلمي

L(x) =
2x2

1 + x

عمتجمللةيلامجلإاةورثلانمةبسنلالثميL(x)و،ءارثلقلأاعمتجملادارفأنمةبسنلالثميxثيح

.دارفلأانمةبسنلاهذهاهكلمتيتلا

,0]لاجملاىلعةبدحموامامتةديازتمLنأنيب.1 1].

.سناجتمودماعتمملعميفLةلادلاينحنملثم.2

.قباسلاملعملايفاهلثممثءارثلقلأاعمتجملافصناهكلمييتلاةورثلاةبسنددح.3

.قباسلاملعملايفاهلثممثةورثلافصنكلمتيتلاوءارثلقلأاعمتجملاةبسنددح.4

.هتورثفصنكلمتيتلاوعمتجملايفءارثرثكلأاةئفلاةبسنجنتنسإ.5

ىلعLةلادللةيلصلأالاودلاةعومجمجتنتسامثةطيسبروسكىلإLةلادلاةرابعككف.6

,0]لاجملا 1].

.عمتجملااذهلينيجلماعمجتنتسإ.7

ينيجلماعم13.5.

ةيلاتلاةلادلاوذزنرولينحنمتاعمتجملادحأكلمي

L(x) =
2x3

1 + x2

عمتجمللةيلامجلإاةورثلانمةبسنلالثميL(x)و،ءارثلقلأاعمتجملادارفأنمةبسنلالثميxثيح

.دارفلأانمةبسنلاهذهاهكلمتيتلا

,0]لاجملاىلعةبدحموامامتةديازتمLنأنيب.1 1].

.سناجتمودماعتمملعميفLةلادلاينحنملثم.2

.قباسلاملعملايفاهلثممثءارثلقلأاعمتجملافصناهكلمييتلاةورثلاةبسنددح.3
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لماكتلاباسحوةيلصلأالاودلا-5

.قباسلاملعملايفاهلثممثةورثلافصنكلمتيتلاوءارثلقلأاعمتجملاةبسنددح.4

.هتورثفصنكلمتيتلاوعمتجملايفءارثرثكلأاةئفلاةبسنجنتنسإ.5

,0]لاجملاىلعLةلادللةيلصلأاةلادلاجتنتسامثةطيسبروسكىلإLةلادلاةرابعككف.6 1]

xةلصافلادنعمدعنتيتلاو = 0.

.عمتجملااذهلينيجلماعمجتنتسإ.7

.14.5
ةسسؤملاهذهمدقت.تاونسثلاثيواسياهنئابزنماهلماعتةرتفلدعمنأتاسسؤملاىدحإتردق

هردقيرهشغلبمىلعلصحتاهنإمث،رهشلكلنوبزلكلةيدقنةدحو15يواستاهتفلكتتامدخ

.%7ـبمصخلاةبسنريدقتمت.نوبزلكنمةيدقنةدحو37

.نوبزلكرمعةميقبسحأ•

182



عجارملا

اهتاقيبطتوةيطخلاةجمربلاوتايضايرلا(2010)دوادنمحرلادبعةيبرع،يراوربلانيمأرامنأ[1]

.ندرلأا-عيزوتلاورشنلليولادجمراد،ةيداصتقلإاوةيرادلإا

.وكسومريمراد،يضايرلاليلحتلايفنيرامتولئاسم(1990)شتيفوديميدسيروب[2]

.ةيعماجلاتاعوبطملاناويد،دحاوريغتمتاذعباوتلا،يضايرلاليلحتلا(1978)فوليشجروج[3]

.رشنللخيرملاراد،تاقيبطتلاوميهافملا-يئزجلاداصتقلإا(1987)نوسلونتلوهيج[4]

.ةرهاقلاةعماج-قرشلاةضهنةبتكم،يضايرلاداصتقلإا(1981)نيدلاريخءانه[5]

ليهورجكامراد،ةيليلحتلاةسدنهلاولماكتلاولضافتلاباسح(1971)يـفرود.ـهميلو[6]

.رشنلل

.رشنلاوةعابطللةريسملاراد،يضايرلاداصتقلإا(2012)ةمعطنيساينسح[7]

.ةيردنكسلإا-ةيعماجلارادلا،يليلحتلاداصتقلإا(2008)انبلادمحم[8]

ةعابطلللئاوراد،ةيرادلإامولعلاوداصتقلإاةبلطلتايضايرلا(2004)يميلدلادجانمدمحم[9]

.عيزوتلاورشنلاو

.رشنلللئاوراد،يئزجلاداصتقلإائدابم(2013)يناهينبيلعنيسحقازرلادبع[10]

-عيزوتلاورشنلليملاعلاباتكللارادج،داصتقلإاوةرادلإايفتايضايرلا(2006)يربصمازع[11]

.ندرلأا-عيزوتلاورشنللثيدحلابتكلاملاع،ندرلأا

.نامع-عيزوتلاورشنللءافصراد،رامثتسلإاوليومتلاتايضاير(2009)ركبوبأدمحأديع[12]

رشنللءافصراد،ةطيسبةدئافوةبكرمةدئاف-ةيلاملاتايضايرلا(1999)داوجلادبعرمع[13]

.ندرلأا،عيزوتلاو

.عيزوتلاورشنلللئاوراد،ةيلاملاوةيرادلإامولعللتايضايرلا(2006)نادمحليلخيحتف[14]

183



رداصملا

.ةيعماجلاتاعوبطملاناويد،يضايرلاليلحتلانمرصانع(2010)بلاعةداق[15]

تاعوبطملاناويد،نيرامتوةيرظن-يئزجداصتقإ(2005)سابعباطشةيدان،بيذلانبديشر[16]

.ةيعماجلا

[17] B. Demidovitch (1977) Recueil d'exercices et de problémes d'analyse mathématiques, édi-

tions Mir.

[18] Carl P. Simon & Lawrance Blume (2014) Mathématiques pour économistes, de boeck.

[19] Frank Aures Jr. (1992) Théorie et application du calcul differentiel et integral, Schaum.

[20] Jean-Pierre Posière (2005) Mathématiques appliquées à la gestion, Gualino éditeur.

[21] Jean-Pierre Ramis & André Warusfel (2006) Mathématiques Tout-en-un pour la licence,

Niveau L1, DUNOD.

[22] Laurence D. Hoffemann & Gerald L. Bradley (2010) Calculus for Business, Economics,

and the Social and Life Sciences, Mc Graw Hill, Brief edition, tenth edition.

[23] N. Piskounov (1988) Calcul différentiel et intégral, Office des Publications Universitaires,

3ème édition.

[24] Naila Hayek & Jean-Pierre Leca (2019) Mathématiques pour l'économie, DUNOD, 6éme

édition.

[25] Robert Pindyck & Daniel Rubinfeld (2005) Microeconomics, PEARSON Education, 6th

edition.

184


